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まま掲載されています。今年度の資料は、昨年度のものを修正して、その
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集合と写像の基本概念と記法は、必要になったときに説明
していきます。必要に応じて下記を利用してください。
参考書：情報基礎数学，佐藤泰介ら著，オーム社，2014，ISBN
978-4-274-21610-7

参考科目：XCO.B101 情報理工学基礎 1(Science Tokyo 情報
理工学院の科目です)

この資料の中の@マークは、全１２回講義の各回の区切りの目
安を表しています。
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定義 0.1. 文脈から誤解が生じない場合には、以下のように表
記を乱用することがある。

1. 変数 xの範囲を限定せずに命題 P (x)を参照する場合に
は、命題 P (x)が文脈上意味のある範囲で xの範囲が限
定されているものとする。

2. 設定が不明な場合には、文脈上もっとも尤もらしい解釈
で理解すること。

3. 設定に不備や矛盾がある場合には、文脈上もっとも尤も
らしい修正を施して理解すること。

4. #Aにより集合 Aの要素数 |A|を表す。誤って ♯Aと書
くこともある。

5. 集合A,Bに対して、A 6= B,A ⊂ Bであるとき、B−A

でBからAに含まれる要素を除いた集合を表す。

6. 確率 Pr(X = x|Y = y)を PX|Y (x|y)などと書く。さら
に文脈から確率変数が明らかな場合には、p(x|y)などと
書く。

7. x1, . . . , xnを xn1 または xnと書くことがある。

8. “y := x”は “xを yと書くこととする”を意味する。

9. 読点 “、”とコンマ “，”を混在して使用する。
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10. 句点 “。”とピリオド “．”を混在して使用する。

11. yが xから決定されることを強調するときには、y(x)と
書く。

12. 数ベクトル x = x⃗ = (x1, . . . , xn)がベクトルであること
を強調したくないときには、単に x = (x1, . . . , xn)と書
くことがある。

13. 数ベクトル x⃗ = (x1, . . . , xn)を、x1 · · ·xnと書くことが
ある。例：(0,0,0)=000

14. 証明において、“Aを仮定する”と述べた場合には、背理
法の使用とその仮定Aを宣言している。

15. “任意の”を省略することがある。例：(任意の)x ∈ Rに
対して e

√
−1x = cosx+

√
−1 sinxが成り立つ。

16. “A,B”で “AとB”または “AおよびB”を表す。“A,B”

で “AまたはB”を表すことはない。

17. 文脈から明らかな場合には、写像の表記に現れる 7→と
→を区別しないで使用する。例：f : x→ f(x)

18. 文脈から明らかな場合には、A ⊂ BをA ≤ Bと書くこ
とがある。,

19. 自然数の集合 N := {1, 2, 3, . . . }
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20. 整数の集合 Z := {0,±1,±2, . . . }

21. 実数の集合をR、有理数の集合をQ、複素数の集合をC
と書く。

22. 数列：n ∈ Nに対して xn ∈ Xとなる (x1, x2, . . . , )をX

上の点列またはX点列といい、(xn)
∞
n=1または {xn}∞n=1

または (xn)または {xn}と書く。

23. 命題Aが真であるとき 1、偽であるとき 0となる関数を
1[A]と書く。

□

1 冗長性とは何か
符号理論が扱う中心的課題は「情報の信頼性」である．すな

わち，送信者が伝えた情報を受信者が誤りなく再現できるよ
うにすることである．雑音や劣化により誤りが生じても，冗
長性を加えた符号化や誤り訂正によって正しい情報を回復す
る．2 符号理論の核心にあるのは「冗長性 (redundancy)」であ
る．冗長性とは，本来伝えたい情報に加えて余分な情報を付
け加えることを指す．一見ムダに思えるが，これによって誤り

2これに対し，暗号理論が扱う中心的課題は「情報の秘匿性」である．こ
れは，通信路を盗聴されても内容を理解されないようにすることであり，符
号理論の信頼性とは本質的に異なる．符号化は「正しく届くこと」を保証
するのに対し，暗号化は「内容が漏れないこと」を保証する．
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を検出したり訂正したりできる．まずは日常生活における身
近な例を見てみよう．

• 日付と曜日: 「2025年 9月 28日（日曜日）」と書けば，
日付と曜日のどちらかが間違っていても気づける．

• クレジットカード番号: 16桁のうち最後の 1桁はチェッ
クディジット（Luhn アルゴリズム）であり，入力誤り
を検出できる．

• 会話の繰り返し: 「右右右右右右！」のように，人間も
自然に冗長性を加えて聞き漏らしによる情報損失を防い
でいる．

これらの例から分かるように，冗長性は単に「情報を増や
す」だけではなく，誤りを検出・訂正して信頼性を高めるため
に必須の仕組みである．
定義 1.1 (符号理論の扱う技術). 符号理論は，情報が物理媒体
に載って伝送・記録されるときに避けられないノイズや劣化
を克服するための技術を扱う．

• 応用例（通信）：情報は電波や光ファイバといった媒体
を通じて伝送される．電波は大気・建物による減衰やマ
ルチパス干渉を受け，光ファイバは散乱・吸収によって
信号が劣化する．物理層では，変調信号に冗長性を加え
て送信し，受信側で誤り訂正を行うことで信頼性を確保
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する．具体例として，衛星通信の RS 符号，携帯電話の
畳み込み符号や Turbo 符号，そして 5G で採用された
LDPC 符号や Polar 符号がある．これにより，雑音の
多い空間伝送媒体でも安定した通信が可能となる．

• 応用例（記録）：情報は半導体メモリセル，磁気ディス
ク，光ディスクなどの物理媒体に保存される．DRAMや
SRAM のセルは熱雑音や放射線でビット反転を起こし，
磁気・光ディスクは傷や経年劣化で読み取りエラーが生
じる．ECC メモリではハミング符号や BCH 符号を用
いて物理素子レベルでの誤りを訂正する．SSD ではフ
ラッシュセルの電荷劣化に対抗するため LDPC 符号が，
CD・DVD では RS 符号が使われ，傷や汚れを補償す
る．このように，記録媒体の不完全さを前提として符号
理論が導入されている．

• 応用例（コンピュータ）：情報は計算機の内部で論理回路
を通じて処理される．プロセッサ内部のレジスタや演算
器も物理素子であり，微小なノイズや放射線によるソフ
トエラーでビット反転が生じることがある．このため，
演算中のデータにも冗長性が付加される．例として，

– 命令やデータバスのパリティチェック，
– 高信頼サーバで用いられる ECC レジスタ，
– スーパーコンピュータやデータセンター向け GPU

に搭載される ECC メモリ（NVIDIA A100/H100
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などの HPC GPU では HBM メモリやキャッシ
ュに SECDED ECC を導入し，単一ビット誤り訂
正と二重ビット誤り検出を行う NVIDIA Hopper

Whitepaper），
– 航空宇宙用途などで使われる三重化回路（TMR:

Triple Modular Redundancy）

特に GPU は AI 学習や科学シミュレーションに広く利
用されており，数十 GB 規模の大容量メモリを扱うため
ソフトエラーの影響を受けやすい．そのため HPC 向け
GPU（例：NVIDIA A100/H100）は ECCメモリを標準
搭載し，行リマッピングやページオフライニングによっ
て訂正不能エラーの影響を限定化している．一方，ゲー
ミング用途 GPU では性能やコストを優先して ECC が
省略されることが多い．

• 応用例（量子コンピュータ）：ノイズが多い物理量子ビッ
トから，量子誤り訂正によって論理量子ビットを構成す
る．現在の量子コンピュータは様々な物理プラットフォー
ムで研究開発が進められている：

– 超伝導量子ビット（マイクロ波共振器で結合しゲー
ト操作を行う），

– イオントラップ量子ビット（レーザー冷却したイオ
ンの内部準位を利用），
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– 半導体量子ドット（電子スピン状態を用いる），
– 光量子ビット（光子の偏光や時間ビンを利用）

などが代表例である．いずれの実装においても，環境との
相互作用によるデコヒーレンスにより，位相反転エラー
やビット反転エラーが高頻度で生じるため，そのままで
は大規模計算に利用できない．多数の不完全な物理量子
ビットを符号化することで，安定した論理量子ビットを
構成することが可能となる．
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関連講義との関連
• 講義「通信理論」で学習したこと：通信路容量、通信路
符号化定理、ランダム符号化

• 本講義で勉強すること：現実的な符号化法（通信路容量
には達成しません）

• 大学院の講義「情報通信理論」で勉強すること：現実的
な符号化法で通信路容量を達成する方法

□

2 線形とは限らない２元符号 @01

この節では，符号理論の基本的な問題設定を導入し，最も
単純な場合として線形とは限らない２元符号を考える．符号
理論の目的は，通信路における誤りの影響をできるだけ小さ
くしながら，限られた通信回数でできるだけ多くの情報を確
実に伝送することである．
まず，符号器・復号器・通信路の三要素からなる符号理論の

基本設定を定義し，メッセージ空間・符号空間・通信路モデル
の関係を明確にする．次に，符号の良さを測る指標として符
号化率（code rate）を導入し，いくつかの具体例によって符
号の構成とそのパラメータを理解する．
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この節の目標は，符号がどのように設計され，何をもって
良い符号とみなすかを把握することである．
定義 2.1 (符号理論の扱う問題の設定). 符号理論では以下の
問題の設定を扱う

1. 送信者は受信者にメッセージm ∈M = {0, . . . ,M − 1}
を誤り無く伝えたい。M = 2kの場合、メッセージは長
さ kのベクトルで3表わされる。
例：M = 23 = 8,

m = 0 = (000),

m = 1 = (001),

m = 2 = (010),

...

m = 7 = (111)

メッセージmは、文脈によって、情報ベクトルまた単に
情報、またはユーザデータと呼ばれることがある。

2. 送信者は、kビットのメッセージm ∈Mを符号語とよ
ばれる長さ nの２元ベクトル

c = c(m) = (c1, . . . , cn) ∈ {0, 1}n =: Fn
2

3ベクトル空間の元をベクトルと呼ぶので、一般に、x ∈ X をベクトル
と呼ぶ場合にはX がベクトル空間であることが想定されている。後で分か
ることだが実際、{0, 1}n はベクトル空間をなす。
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にある決められた方法で写像する。この写像m 7→ cを符
号化といい、符号化が実装された装置を符号器という。
２元ベクトル cを符号語といい、符号語を集めたもの、
つまり符号化の像

C(M) := {c(m) | m ∈M}

を符号空間または単に符号という。符号語の長さ nを符
号長といい、n(C)と書く。符号長は通信路の使用回数
に一致する。
例：1ビットの情報ビットmを 3回繰り返したものを符
号語 c(m)とする。

c(0) = 000, c(1) = 111

例：3ビットの情報ビット系列mに１の数が偶数個にな
るように１ビットを付け加えて符号語 cとする。

c(000) = 0000, c(001) = 0011, c(010) = 0101,

c(011) = 0110, c(100) = 1001, c(101) = 1010,

c(110) = 1100 , c(111) = 1111 ,

3. 通信路は、符号語 x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n を入力さ
れると出力

y = (y1, . . . , yn) ∈ {0, 1}n
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をランダムに出力する。ランダムネスは一般に条件付き
確率 PY |X(y|x)によって記述される。符号語は、送信語
とも呼ばれる。出力 yは受信語とも呼ばれる。通信路は、
入出力の遷移確率 PY |X(y|x)によって規定されるので、
PY |X(y|x)を通信路と呼ぶことがある。
例：符号語 x = 000が入力されると、通信路で 1ビット
以下の誤りが一様ランダムに発生して、出力

y = 000 , 100 , 010 , 001

が出力される。
例：符号長 n = 3として、符号語 c⃗ = 101が入力される
と、各ビット確率 p = 0.01で独立に反転した出力 y⃗が
出力される。最も高い確率 0.993 で出力されるのは、

y⃗ = 101

である。2番目に高い確率 0.01× 0.992 で出力されるの
は、以下の三つで、

y⃗ = 001 , 111 , 100

最も低い確率 0.013 で出力されるのは、

y⃗ = 010

である。
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4. 受信者は、受信語 yから、推定符号語 ĉ = (ĉ1, . . . , ĉn) ∈
Cを推定する。この写像 y 7→ ĉを復号化といい、復号化
が実装された装置を復号器という。正しく復号できない
ことを、復号誤りという。

この設定において、次の条件をできるだけ満たして、
1. できるだけ少ない通信路の使用回数 nで
2. できるだけ大きなサイズM のメッセージを
3. できるだけ少ない復号誤り確率 Pr(c 6= ĉ(y))で

送信者がメッセージを受信者に伝えることができる、
1. 符号空間 C

2. 符号器 c : m 7→ c(m)

3. 復号器 ĉ : y 7→ ĉ(y)

を設計することが符号理論の目的である。 □
定義 2.2 (符号化率). 与えられた符号長 nの符号空間 C に対
して、上の望みを測る指標を導入する。多くの情報を扱いた
いので、情報ビット系列のビット数 k = log2 |C|は大きい方が
望ましい。一方、コストがかかるので通信路の使用回数 nは
小さい方が望ましい。この要求に対する尺度を、以下で定義
する。

R =
1

n
log2 |C|
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この尺度は、符号化率と呼ばれ、大きいほど望ましい。 □
例 2.3. C を以下の行列の行ベクトル c⃗i を符号語として有す
る符号空間とする。

11101111111001010000

10101110011110001100

01110111100011011000

10010011110000010111

11000110100101010000

11010101110001011010

10110100110101001110

11001110101101001010

符号長は n(C) = 20 、符号語数は M = 8 、符号化率は
R(C) =

1

20
log2(8) = 3/20 となる. □

3 線形とは限らない２元符号のための復号法
この節では，前節で導入した２元符号に対して，復号（de-

coding）の基本的な考え方を学ぶ．まず，２元ベクトル間の
距離を定めるハミング距離を導入し，符号の性質を特徴づけ
る最小距離の概念を定義する．その後，受信語から送信語を
推定する各種の復号法を説明する．
特に，確率的観点から最適とされる最大事後確率復号

（MAP 復号）と，多くの実用的通信路で等価となる最尤復
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号（ML復号）を導入し，MAP復号が復号誤り確率を最小に
することを証明する．さらに，最尤復号が最適となるための
条件を示し，後に扱う線形符号や LDPC符号の復号法の基礎
を準備する．
定義 3.1 (ハミング距離、最小距離). F2 := {0, 1}とする。ベ
クトル x, yに対して異なる成分の数を d(x, y)とする。正確に
書くと、

d(x, y) = #{1 ≤ i ≤ n | xi 6= yi}
x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Fn

2

である。距離関数 d(·, ·)によって (Fn
2 , d)は距離空間となる(あ

とで証明します)。d(x, y)を x, yの間のハミング距離または単
に距離という。
例：d((101111), (111011)) = 2 □

証明. (Fn
2 , d)が距離空間となるための条件のうち、

非負値性 : d(x, y) ≥ 0,

非退化性 : x = y ⇔ d(x, y) = 0,

対称性 : d(x, y) = d(y, x)

は自明なので、残りの三角不等式

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)
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だけを証明する。x⃗, y⃗, z⃗ ∈ Fnを長さ nのベクトルとする。集
合D(x⃗, y⃗)を以下のように定義することで、以下が成り立つ。

D(x⃗, y⃗) = {1 ≤ i ≤ n | xi 6= yi}
d(x⃗, y⃗) = |D(x⃗, y⃗)|

これより、以下が成り立つ。
d(x⃗, z⃗) = |D(x⃗, z⃗)|

≤ |D(x⃗, y⃗) ∪D(y⃗, z⃗)| (3.2)

≤ |D(x⃗, y⃗)|+ |D(y⃗, z⃗)| (3.3)

= d(x⃗, y⃗) + d(y⃗, z⃗)

(3.2)は
D(x⃗, z⃗) ⊆ D(x⃗, y⃗) ∪D(y⃗, z⃗)

より明らかであるが、これは、
[xi 6= ziならば (xi 6= yiまたは yi 6= zi)] (3.4)

と書き換えられる。これが成り立つのは、(3.4)の対偶
[(xi = yiかつ yi = zi)ならば xi = zi]

を考えれば明らか。(3.3)では、一般に集合D1, D2に対して成
り立つユニオン限界4

|D1 ∪D2| ≤ |D1|+ |D2|
4|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| ≤ |A|+ |B|
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を使用した。 □

符号空間 C に対して、C に属する異なる符号語 c⃗1, c⃗2のハ
ミング距離の最小値を最小ハミング距離とまたは単に最小距
離と呼び dmin(C)または単に d(C)と書く。正確に書くと、符
号 C の最小ハミング距離 dmin(C)は

dmin(C) = min
c⃗1 ,⃗c2∈C :⃗c1 ̸=c⃗2

d(c⃗1, c⃗2)

となる。
例 3.5. C を以下の行列の行ベクトル c⃗i を符号語として有す
る符号空間とする。

11101111111001010000

10101110011110001100

01110111100011011000

10010011110000010111

11000110100101010000

11010101110001011010

10110100110101001110

11001110101101001010

以下の表はハミング距離 d(c⃗i, c⃗j)を (i, j)成分に配置してい
る。＊= 5 なので、この表からCの最小距離 dmin(C) = 5 で
有ることが分かる。
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0 9 7 10 6 7 11 7

9 0 12 13 11 14 8 8

7 12 0 11 7 6 10 10

10 13 11 0 10 7 9 13

6 11 7 10 0 7 9 *

7 14 6 7 7 0 6 8

11 8 10 9 9 6 0 8

7 8 10 13 * 8 8 0

□
例 3.6 (符号語数と最小距離のトレードオフ). 一般に、符号空
間の最小距離 dmin と、符号語数M はトレードオフの関係に
ある。C を以下のベクトル c⃗i(i = 1, . . . ,M)を符号語として
有する符号空間 C は、符号語数M = 16、最小距離 dmin = 3

を有する。符号語数M を増やそうと考えてCに新たに符号語
1011000 を追加しても 1110000 との距離が 3より小さくなっ
てしまい、最小距離は dmin = 3より小さくなってしまう。

0000000 1000110 0100011 1100101

0010101 1010011 0110110 1110000

0001111 1001001 0101100 1101010

0011010 1011100 0111001 1111111

3.19で説明することから、最小距離が大きいとより多くの誤
りを訂正することができる。できるだけ良い符号語数と最小
距離に関するトレードオフを与える符号空間を構成したい。□

19



定義 3.7 (事後確率、尤度、事前確率). 推定に関わる一般的な
設定において、推定の対象 θと独立とは限らない観測値 xに
対して、PX|Θ(x|θ)を尤度、PΘ(θ)を事前確率、PΘ|X(θ|x)を
事後確率という。符号理論の設定では、推定の対象 θは符号
語 c、観測値 xは受信語 yに対応する。 □
変数と対応する確率変数が文脈から明らかな場合には

PrC⃗|R⃗(c⃗ | r⃗)を p(c⃗ | r⃗)と書く。
定義 3.8 (最大事後確率復号法、最尤復号). 受信語 r⃗に対し
て、実際の送信語が c⃗である確率 p(c⃗ | r⃗)（c⃗の事後確率）を
最大にする符号語 ˆ⃗c(MAP)(r⃗)を復号の結果とする復号法を最大
事後確率復号法と呼ぶ。正確に書くと

ˆ⃗c(MAP)(r⃗) = argmax
c⃗∈C

p(c⃗ | r⃗)

である。
送信語 c⃗が送られた条件で受信語が r⃗である確率 p(r⃗ | c⃗)（c⃗

の尤度）を最大にする符号語 c⃗を復号の結果とする復号法を
最尤復号法と呼ぶ。正確に書くと

ˆ⃗c(ML)(r⃗) = argmax
c⃗∈C

p(r⃗ | c⃗)

である。 □
命題 3.9 (最大事後確率復号の最適性). 一般に、有限値確率
変数のペア (X,Y ), X ∈ X , Y ∈ Y に関して、Y = yを観測し
たもとで、Xの推定値 x̂(y)を推定することを考える。このと
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き、誤り確率 Pr(X 6= x̂(Y ))を最小にする推定 x̂ : y 7→ x̂(y)

は以下で与えられる。

x̂(y) = argmax
x

Pr(X = x|Y = y)

これを、符号理論の設定に適用すると以下を得る。最大事後
確率復号はあらゆる復号法の中で最小の復号誤り確率を与え
ることが分かる。 □

証明. Pr(X 6= x̂(Y )) = 1 − Pr(X = x̂(Y ))なので、Pr(X =

x̂(Y ))を最大にする x̂ : y 7→ x̂(y)を考える。任意の推定 x̂に
関して、以下が成り立つ。

Pr(X = x̂(Y ))

=
∑

x∈X ,y∈Y
1[x̂(y) = x] Pr(X = x, Y = y)

ただし、1[A]は命題 Aが真であるとき 1、偽であるとき 0と
なる関数である。さらに、

Pr(X = x̂(Y ))

=
∑

x∈X ,y∈Y:x̂(y)=x

Pr(X = x, Y = y)

=
∑
y∈Y

Pr(X = x̂(y), Y = y)

≤
∑
y∈Y

max
x∈X

Pr(X = x, Y = y)
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を得る。ここで、

x̂(y) = argmax
x∈X

Pr(X = x, Y = y)

とすると、上の不等号を等号で満たすことが分かる。さらに
以下のように変形して、証明が完成する。

x̂(y) = argmax
x∈X

Pr(X = x, Y = y)

= argmax
x∈X

Pr(X = x|Y = y) Pr(Y = y)

= argmax
x∈X

Pr(X = x|Y = y)

最後の等号では argmaxの結果に PY (y)が影響しないことを
用いた。 □

@02

命題 3.10 (最尤復号が最適になる十分条件). 事前確率が一様
である、言い換えると送信語が符号の中から一様な確率で選
ばれる場合には、最大事後確率復号と最尤復号は同じ復号結
果を与える。
ユーザーデータは情報源符号化によって一様分布になるよ

うに圧縮することができるので、事前確率が一様分布である
ことを仮定することは妥当である。 □
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証明. 任意の事前分布 PX(x)に対して、以下が成り立つ。

x̂(MAP)(y) = argmax
x∈C

PX|Y (x|y)

= argmax
x∈C

PY |X(y|x)PX(x)/PY (y)

= argmax
x∈C

PY |X(y|x)PX(x)

第 2等号では条件付き確率の定義を、第 3等号では argmaxの
結果に PY (y)が影響しないことを用いた。ここで、一様な事
前確率 PX(x) = 1/|C|を代入すると、

x̂(MAP)(y) = argmax
x∈C

PY |X(y|x)/|C|

= argmax
x∈C

PY |X(y|x)

= x̂(ML)(y)

となり、証明が完成する。 □

次にハミング距離を用いた復号法を定義する。これが最尤
復号法と一致することを 3.14で示す。
定義 3.11 (最小距離復号、minimum distance decoding). 受
信語 r⃗とのハミング距離が最小になる5符号語 c⃗を復号結果と

5受信語 r⃗ とのハミング距離が最小になる符号語が複数ある場合にはそ
の中の一つをランダムに選ぶ
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する復号法を最小距離復号法と呼びその復号結果を ˆ⃗c(MD)(r⃗)

と書く。正確に書くと、
ˆ⃗c(MD)(r⃗) = argmin

c⃗∈C
d(c⃗, r⃗)

である。他の教科書では復号半径
⌊
d(C)−1

2

⌋
の限界距離復号 (参

照 3.17)を最小距離復号と呼ぶことがあるが、これは上の定義
とは異なるので注意しよう。 □
定義 3.12 (無記憶通信路、2元対称通信路). 送信語 c⃗ = (c1,

. . . , cn), 受信語 r⃗ = (r1, . . . , rn)とする。このとき、各入力
と出力の尤度の積に分解できる、すなわち

p(r⃗ | c⃗) = p(r1 | c1) · · · p(rn | cn)

であるとき、その通信路 p(r⃗ | c⃗)は無記憶通信路であるとい
う。i番目の送受信関係が過去の送受信に依存しないことから
無記憶と呼ばれる．これ以降、断らなければ通信路は無記憶
であるとする。
ri, ci ∈ F2に対して、以下の遷移確率によって定義される無

記憶通信路を 2元対称通信路と言い、pを反転確率またはクロ
スオーバー確率という。

p(ri|ci) =

p, (ri 6= ci)

1− p, (ri = ci)

□
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例 3.13. 反転確率 pの２元対称通信路にX = 111100を入力
して Y = 000000が出力される確率は、

p(Y = 000000|X = 111100) = p4(1− p)2

となる。 □
定理 3.14. 反転誤り確率 p < 1/2の２元対称通信路で通信を
行うことを考える。このとき、最小距離復号は最尤復号と等
しいこと、つまり、以下が成り立つ。

ˆ⃗c(MD)(r⃗) = ˆ⃗c(ML)(r⃗)

これにより、２元対称通信路で通信を行う場合に、最尤復号を
実現するには最小距離復号をすれば十分であることが分かる。
□

証明. まず、符号長 nの符号 C を反転確率 p < 1/2の 2元対
称通信路で用いたときの符号語 c⃗を送信して r⃗を受信する尤
度は、

p(r⃗ | c⃗) = pd(c⃗,r⃗)(1− p)n−d(c⃗,r⃗)

=
( p

1− p

)d(c⃗,r⃗)
(1− p)n (3.15)

である。従って受信語 r⃗を最尤復号した結果は、Cの中で r⃗と異
なるビット数が最小の符号語 c⃗となる。p < 1/2よりp/(1−p) <
1なので、(3.15)の左辺を最大にする c⃗は d(c⃗, r⃗)を最小にする。
□
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教員用メモ：次の定理は言及するだけ。詳細は説明しない。
定理 3.16 (通信路符号化定理). 最大事後確率復号の復号誤り
率を以下で定義する。

P (MAP)
e (Cn) = Pr(X 6= x̂(MAP)(Y )

R < maxPX
I(X;Y )に対して、

lim
n→∞

P (MAP)
e (Cn) = 0

R(Cn) = R

となる符号列 {Cn}が存在する。
R > maxPX

I(X;Y )に対して、

lim
n→∞

P (MAP)
e (Cn) = 0

R(Cn) = R

となる符号列 {Cn}は存在しない。
すなわち、maxPX

I(X;Y )は誤り確率を 0にできる符号化率
の最大値である。maxPX

I(X;Y )は通信路容量6と呼ばれる。
□

証明. 通信理論の授業で証明しているはずなので、それを参照
してください。 □

6I(X;Y )は PX に関して上に凸な関数になるので、安全にmaxを使用
できる。
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定義 3.17 (限界距離復号法). 最小距離復号は一般に実装が困
難である。以下で定義される限界距離復号法は、実装が比較
的容易である。符号 C を用いて通信を行い受信語 r⃗を受信し
た。r⃗から距離 tの範囲に符号語が唯一存在すれば、言い換え
ると d(c⃗, r⃗) ≤ tとなる符号語 c⃗は複数存在しないならば、そ
れを復号語 ˆ⃗c

(BD)
t (r⃗)とし、見つからなければ復号誤りである

errorを宣言して復号を中止する。正確に述べると、

ˆ⃗c
(BD)
t (r⃗) =


c⃗ ∈ C, d(c⃗, r⃗) ≤ tとなる符号語 c⃗が

唯一存在する
error, そんな符号語 c⃗は存在しない

である。この復号法を復号半径 tの限界距離復号法という。□

補題 3.18. 非負整数 d ≥ 1, t ≥ 0に対して、以下は同値で
ある。

1. t ≤ bd−1
2 c

2. t < d/2

3. 2t+ 1 ≤ d
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証明. dを偶奇で場合分けすると、以下を得ることから明らか。

⌊d− 1

2

⌋
=

do (d = 2do + 1)

de (d = 2de + 2)

d/2 =

do + 1/2 (d = 2do + 1)

de + 1 (d = 2de + 2)

□

命題 3.19 (誤り訂正能力). 最小距離 dの符号 C と非負整数 t

を考える。以下が成り立つ。

1. t ≤ bd−1
2 cならば、半径 tの限界距離復号は、任意の符

号語 c ∈ C を送信した場合に、t個以下の任意の誤りを
訂正することができる。

2. t ≥ bd−1
2 c+1ならば、半径 tの限界距離復号は、ある符

号語 c ∈ Cを送信した場合に、ある t個以下の誤りを訂
正することができない。

以上により、bd−1
2 cは符号 C に対する限界距離復号法の誤り

訂正能力の指標を与えていることが分かる。bd−1
2 cは C の誤

り訂正能力と呼ばれ t(C)と書く。さらに、訂正能力は最小距
離 dに応じて大きくなるので、訂正能力を大きくするために
は最小距離を大きくすることが十分であることが分かる。 □
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証明. まず、bd−1
2 c個以下の誤りを訂正できるを示そう。3.18

より、t ≤ bd−1
2 cは t < d/2と同値である。直感的に説明する

と、各符号語から d/2より小さい半径にある受信語の集合に
交わりはないので、d/2より少ない数の誤りは訂正できると言
うことができる。これは、教室内の人が少なくとも１ｍ以上離
れて着席していたら、教室内の任意の点から描いた半径 50cm

未満の円に２人以上の人は入れないことに対応している。
厳密に証明しよう。異なる２つの符号語 c⃗1, c⃗2 の d/2より

小さい半径に共通して含まれる受信語 r⃗が存在したと仮定す
ると、

d ≤ d(c⃗1, c⃗2) (dは C の最小距離)

≤ d(c⃗1, r⃗) + d(r⃗, c⃗2) (三角不等式を使用した)

<
d

2
+

d

2
= d

で d < dとなり矛盾が導ける。
次に、半径 t の限界距離復号は、t ≥

⌊
d−1
2

⌋
+1言い換える

と t ≥ d/2 なる tに対して、t個以下の誤りを訂正できないこ
とがあることを示す。最小距離 dを与える符号語ペアを c⃗1と
c⃗2と書く。言い換えると、

d(c⃗1, c⃗2) = d

である。符号語 c⃗1を送信し、c⃗1の中で c⃗2と異なる d個の要素
のうち t個が c⃗2の要素に変わった受信語 r⃗を受信したとする。
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例えば、以下のような状況である。

c⃗1 = (00000 0000 0000000)

c⃗2 = (

d︷ ︸︸ ︷
11111 1111 0000000)

r⃗ = (

t︷ ︸︸ ︷
11111

d−t︷︸︸︷
0000 0000000)

d(r⃗, c⃗1) = t, d(r⃗, c⃗2) = d− t
(2t≥d)

≤ tとなるので、r⃗は c⃗1, c⃗2か
らともに t以内の距離に位置している。これは、r⃗から半径 t

以内にすくなくとも 2つの符号語 c⃗1, c⃗2が存在することを意味
するので、復号エラーとなる。 □

例 3.20. 3.5の符号 C の最小距離は dmin(C) = 5であったか
ら、限界距離復号により、 2 個以下の任意の誤りは訂正する
ことができる。例えば、受信語 r⃗ = 01000110101101001010に
対して、復号半径 t = 2とすれば、

ˆ⃗c
(BD)
t (r⃗) = 11001110101101001010

となる。一方、3個以上の誤りを訂正しようと考えて復号半径
t = 3としても、最小距離 dmin(C) = 5を与える符号語ペア
c⃗1, c⃗2を選ぶ。

c⃗1 = 11001110101101001010

c⃗2 = 11000110100101010000
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c⃗1を送ったときに 3個の誤りが生じて

r⃗ = 11000110101101010010

を受信したとき、r⃗ を中心とする半径 t = 3 のハミング球
B(r⃗, 3) の中に c⃗1, c⃗2 が存在するので、復号半径 t = 3 の限
界距離復号器では、復号エラーとなってしまう。 □
例 3.21 (最小距離復号と限界距離復号). 次の長さ 12の 4つ
の行ベクトルからなる符号 C を考えよう。

111011111110

010100001010

111001111000

110001110111

各符号語ペアのハミング距離は次のようになるので、
dmin(C) = 3, t(C) = 1である。

0 8 3 4

8 0 7 8

3 7 0 5

4 8 5 0

受信語 r⃗ = 010101111101を受信した。このとき、
ˆ⃗c
(BD)
1 (r⃗) = error

ˆ⃗c(MD)(r⃗) = 110001110111
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となる。この例は、t = 1の限界距離復号では復号誤りとなる
が、最小距離復号では正しく復号できる例となっている。 □
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4 線形とは限らない符号に関する最小距離に
関する限界式

本節では，線形であるかどうかに関わらず，符号の性能を
特徴づける最小距離に関する基本的な限界式を導く．符号長
n と最小距離 d が与えられたとき，可能な符号語数 M がど
の程度まで増やせるかという問いは，符号設計の最も根本的
な問題のひとつである．
まず，符号語の分布を幾何学的に捉えるためにハミング球

(Hamming sphere) の概念を導入し，空間 Fn
2 における符

号語の配置を考察する．この考え方から，符号語が互いに干
渉しないための必要条件として球充填限界 (ハミング限界) を
導き，一方で符号語が空間を完全に覆うための十分条件とし
て球被覆限界 を得る．さらに，これらの結果をもとにVar-

shamov–Gilbert (VG) 限界 を導入し，線形とは限らない
符号が存在するための十分条件を与える．
この節の目標は，ハミング距離の幾何学的直感に基づいて，

「どのような (n,M, d) の組が実現可能か」を明確に理解する
ことである．
定義 4.1 (限界式). 一般に、興味あるパラメータ群に関する不
等式を限界式という。 □
定義 4.2. 符号 C は、以下の条件を満たすとき、(n,M, d)符
号であるという。

1. 符号長が nである。
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2. 符号語数がM である。

3. 最小距離が dである。

与えられた符号長に対して、できるだけ大きな符号語数Mと、
できるだけ大きな最小距離 dを有する、(n,M, d)符号を構成
することに興味がある。 □
定義 4.3 (ハミング球). ベクトル c⃗ ∈ Fn

2 まわりのハミング距
離 d以内のビット系列の集合を c⃗を中心とする半径 dのハミ
ング球と言い、B(c⃗, d)と書く。正確に書くと、以下の通りで
ある。

B(c⃗, d) = {x⃗ ∈ Fn
2 | d(x⃗, c⃗) ≤ d}

このとき、|B(c⃗, d)|は中心 c⃗によらず決定され、以下が成り
立つ。

V (n, d) := |B(c⃗, d)| =
d∑

i=0

(
n

i

)
(4.4)

特に、半径が 0 と n の場合には、それぞれ V (n, 0) =

1 , V (n, n) = 2n となる。 □

証明. c⃗からハミング距離 iだけ離れているベクトルの集合を
Si(c⃗)と書く。Si(c⃗)の各要素は c⃗の n成分のうち i個を反転
することによって生成され、トータルで (ni)個存在する。よっ
て、|Si(c⃗)| =

(
n
i

)となる。各 i = 0, . . . , dに対して Si(c⃗)は交
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わりをもたないことと、合併が B(c⃗, d)をなすので、(4.4)を
得る。 □

次の性質は、ハミング球の要素数とエントロピー関数を結
びつける面白い性質である。本講義ではこれ以降使わないの
で紹介するだけでとどめる。
命題 4.5. 0 ≤ λ ≤ 1

2 に対して、以下が成り立つ。

lim
n→∞

1

n
log2 V (n, bλnc) = H2(λ)

H2はエントロピー関数である。 □

証明. 本題からそれるので、証明は割愛します。例えば、J. H.
Van Lint, Introduction to Coding Theory, p.21を参照してく
ださい。 □

定義 4.6. 符号長 nと最小距離 dを有する符号のうちで最も符
号語数の大きな符号に興味がある。この様な符号は最大であ
るといいC∗(n, d)と書く。さらにその符号語数をA(n, d)また
はA2(n, d)と書く。 □
例 4.7. 4.8に、F3

2と F4
2の各点に関して、ハミング距離が１

の点と隣接するようにグラフを描いた。最小距離が 2となる
できるだけ符号語数が多くなるように符号語を選択して符号
を構成してみよう。

A2(n = 3, d = 2) ≥ 4 , A2(n = 4, d = 2) ≥ 8

□
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図 4.8: F3
2と F4

2

定理 4.9 (球充填限界、ハミング限界、完全符号). ハミング限
界は、線形とは限らない (n,M, d)符号が存在するための変数
組 (n,M, d)に関する必要条件を与える。(n,M, d)符号 C に
対して、以下が成り立つ。

M ≤ 2n

V2(n, t)
(4.10)

ただし、t =
⌊
d−1
2

⌋
である。最大な符号C∗(n, d)に関しても、

ハミング限界は成立するので、以下が成り立つ。

A2(n, d) ≤
2n

V2(n, t)
, t =

⌊d− 1

2

⌋
(4.10)を等号で満たす (n,M, d)符号は完全であると言う。□

証明. C の各符号語からハミング距離 t以下のベクトル全体
は、互いに交わりがない。実際、交わりがあると仮定すると、
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3.19より最小距離が dであることに矛盾する。したがって、ユ
ニオン限界7を等式で満たし、

#
⋃
c⃗∈C

B(c⃗, t) =
∑
c⃗∈C

#B(c⃗, t)

= |C|V2(n, t)

がなりたつ。左辺の集合は Fn
2 に含まれるまたは F2

2と等しい
ので、

2n ≥ |C|V2(n, t)

となり、(4.10)を得る。 □

補題 4.11 (球被覆限界). (n,M, d)符号 C が最大であるとす
る。このとき、以下が成り立つ。

M ≥ 2n

V2(n, d− 1)
(4.12)

証明. Cの各符号語を中心とする半径 d− 1のハミング球の合
併は Fn

2 全体を被覆するはずである、つまり⋃
c⃗∈C

B(c⃗, d− 1) = Fn
2

となるはずである．実際、そうでないと仮定すると，被覆され
ていない部分が Fn

2 に存在するはずである。その部分に含まれ
7#

∪
c⃗∈C B(c⃗, t) ≤

∑
c⃗∈C #B(c⃗, t)
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るベクトル c⃗′を符号語としてCに加えた符号をC ′ := C∪{c⃗′}
とする。c⃗′はどの c⃗ ∈ Cとも d(c⃗′, c⃗) ≥ dとなっているのでC ′

の最小距離は dである。C ′の符号語数は |C ′| = |C| + 1とな
り，C の最大性に矛盾する．したがって、

2n = #
⋃
c⃗∈C

B(c⃗, d− 1)

≤
∑
c⃗∈C

#B(c⃗, d− 1) (4.13)

= |C|V2(n, d− 1)

となり，(4.12)を得る．ここで、不等式 (4.13)はユニオン限界

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B| ≤ |A|+ |B|

より得られる。 □

定理 4.14 (VG限界). 以下の条件が成り立つとき、(n,M, d)

符号が存在する。

M ≤ 2n

V2(n, d− 1)
(4.15)

(n,M, d)符号が存在するための、変数組 (n,M, d)に関する十
分条件を与えていることに注意しよう。 □

証明. (4.15)を言い換えると

M − 1 <
2n

V2(n, d− 1)
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である。これが成り立つ (n,M − 1, d)符号に対して、4.11よ
り (n,M − 1, d)符号Cは最大ではない。したがって、Cに最
小距離を dに保ったまま符号語を一つ増やすことができる。す
なわち、(n,M, d)符号が存在する。 □

例 4.16. (4.15)を等式で満たす (n,M, d)に対して、(n,M, d)

符号は存在する。そのようなM はA2(n, d)を超えないはずで
ある。例をあげると、

A2(n = 3, d = 2) ≥ 8(
3
0

)
+
(
3
1

) =
8

1 + 3
= 2

A2(n = 4, d = 2) ≥ 16(
4
0

)
+
(
4
1

) =
16

1 + 4
= 3.2

となる。4.7でA2(n = 3, d = 2) ≥ 4, A2(n = 4, d = 2) ≥ 8と
なることがわかっているので、(4.15)が与えた限界式は緊密で
無いことが分かる。 □
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5 線形符号：有限体をスカラーとする有限次
元部分空間 @03

これまでに，線形とは限らない符号の基本構造と限界を学ん
だ．本節からは，より構造の明確な線形符号 (linear code)

を扱う．線形符号は，有限体上のベクトル空間の部分空間と
して定義され，数学的な解析が容易であるだけでなく，実際
の通信・記録装置においても極めて重要な役割を果たす．
まず，体や有限体の概念を復習し，特に符号理論で頻繁に

用いられる 2元体 F2 を定義する．次に，有限体をスカラー
とする線形空間（ベクトル空間）の性質を整理し，線形結合・
一次独立・基底・次元などの基本概念を導入する．これらの概
念が，後に符号の構成や解析にどのように対応するかを理解
することが目的である．
この節の目標は，符号を「有限体上の線形空間」として扱

うための代数的基礎を整えることである．
定義 5.1 (代数系). 整数の集合Zに関して、a, b ∈ Zに対して
a+ bと言う演算 “+”が定義されている。このように、一般に
集合X とその集合上で定義された演算 “ ◦ ”または演算の集
合に対して、a, b ∈ X に対して a ◦ b ∈ X となる (閉性が成り
立つ)とき組 (X, ◦)を代数系という。
例：(R, {+,−})は代数系である。
例：(N, {+,−})は減算に関して閉じてないので、代数系では
ない。 □
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定義 5.2 (有限とは限らない体). 四則演算 (加減乗除算)がき
ちんと8定義されている代数系を体という。減算、除算は加算、
乗算の逆演算として定義されるので、演算子群から省略され
ることがある。 □
例 5.3. 体に関する例と反例を挙げる。

1. (R, {+,×})は体で ある 。

2. (N, {+,×})は体で ない 。

3. (Z, {+,×})は体で ない 。

4. (Q, {+,×})は体で ある 。

5. (C, {+,×})は体で ある 。

6. (実有理関数全体からなる集合, {+,×})は体で ある 。

7. (2×2の実行列の集合, {+,×})は体で ない 。

□
定義 5.4 (有限体、要素数が素数の有限体のつくりかた). 有限
な体を有限体という。要素数が qである有限体を Fq と書く。
有限体のサイズに興味が無い場合には、Fq を単に Fと書く。
ここでは Fp := {0, 1, . . . , p− 1}上で定義される四則演算の定

8閉性やゼロ以外による除算可能性や分配則などの性質が成り立つこと
を意味する。厳密な定義 (https://bit.ly/4hajyh9)はあとで行う。
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義を述べる。以下の定義は任意の素数 pに対して有効である
が、この後 p = 2の場合に興味が集中するので、p = 2に限定
してよい。
pを素数として、要素数が pの有限体を Fp := {0, . . . , p−1}

で表記する。その四則演算は以下のように定義するとFpは体に
なる。証明は 26.3で与える。添字Zで整数の四則演算を表し、
添字 pで Fpの四則演算を表す。整数m, nについてm mod n

を「mを nで割った余り」と定義する。x, y ∈ Fpとする。
まず+pと×pを定義しよう。

x +p y = (x+Z y) mod p,

x ×p y = (x×Z y) mod p

次に、+pと×pの逆演算となる−pと /pを定義しよう。

−p y = (a+Z y) mod p = 0となる a ∈ Fp,

x −p y = x+p (−py),

1 /p y = (a×Z y) mod p = 1となる a ∈ Fp,

x /p y = x×p (1/py)

これより，文脈上明らかな場合には演算子の添字 pを省略する。
□

例 5.12. F2における演算の例を与える。

1. 1 + 1 = 0
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表 5.11: F2上の演算表
+ 0 1

0 0 1

1 1 0

- 0 1

0 0 1

1 1 0

× 0 1

0 0 0

1 0 1

/ 0 1

0 - 0

1 - 1

2. 0− 1 = 1

3. 1/0 = 定義されていない。

F5 の 加 減 乗 除 表 を https://chatgpt.com/s/t_

68e5f6f465fc8191b08e38c11e8ec879 で 見 つ け る こ と
ができます。 □
定義 5.13 (線形空間). 体 Fと加群 V 9に関して次を満たす写
像 F× V 3 (a, x) 7→ ax⃗ ∈ V が存在するとき V は F上のベク
トル空間または線形空間であると言う。a, b ∈ F, x⃗, y⃗ ∈ V に
対して、以下が成り立つ。

a(bx⃗) = (ab)x⃗

1x⃗ = x⃗

a(x⃗+ y⃗) = ax⃗+ ay⃗

(a+ b)x⃗ = ax⃗+ bx⃗

Fの元をスカラー、V の元をベクトルと言う。 □

9足し算と引き算がきちんと定義されている代数系。16で定義します。
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定義 5.14 (有限体をスカラーとする線形空間). F上の n次元
数ベクトル空間 Fnにベクトルに関する和とスカラー倍を自然
に定義する。(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Fn, a ∈ Fに対して、
以下のように定義する。

a(x1, . . . , xn) = (ax1, . . . , axn)

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

□

例 5.15. Fn
2 = {0, 1}n = {(

n︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0), . . . ,

n︷ ︸︸ ︷
(1 · · · 1)} は要素数が

2n である次元 nの F2 上の線形空間をなす。 これによって、
Fn
2 の要素をベクトルと呼ぶことができる。 □
例 5.16. F2上の n(n = 4)次元ベクトル空間 Fn

2 に対して、以
下が成り立つ。

1. (0110) + (0101) = (0011)

2. 1(0110) = (0110)

3. 0(0110) = (0000)

4. (0110)× (0101) = 定義されていない。

□
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例 5.17 (有限体をスカラーとする線形方程式). 次を満たす
x1, . . . , x4 ∈ F2を求めよ。

1000

1011

1111

0001



x1

x2

x3

x4

 =


1

0

1

0


いくつかの基本行変形10により、

1000|1
1011|0
1111|1
0001|0

前進消去−→


1000|1
0111|0
0011|1
0001|0

後退代入−→


1000|1
0100|1
0010|1
0001|0

 .

となる。よって、(x1, . . . , x4) = (1110) である。 □
定義 5.18 (線形結合). ベクトルの集合 A := {v⃗1, . . . , v⃗n}と
a1, . . . , an ∈ Fに対して、

a1v⃗1 + · · ·+anv⃗n

を a1, . . . , anを係数とするAの線形結合と言う。 □
定義 5.19 (有限ベクトル系に対する一次独立). F上の線形空間
V と v⃗1, . . . , v⃗n ∈ V に対して、以下が成り立つとき、⃗v1, . . . , v⃗n

10https://ja.wikipedia.org/wiki/行列の基本変形
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は一次独立または線形独立であるといい、そうでないとき一
次従属または線形従属であると言う。

for all a1, . . . , an ∈ F,

(a1v⃗1 + · · ·+ anv⃗n = 0 =⇒ a1 = · · · = an = 0)

□
定義 5.20 (次元). F上の線形空間 V の一次独立となるベクト
ルの個数の最大値が存在するとき、これを V の次元といい、
dimV と記す。 □
定義 5.21 (生成系、完全). 線形空間 V のベクトルの集合

G = {g⃗1, . . . , g⃗n} ⊂ V

に関して、任意の v ∈ V が Gの線形結合で表すことができ
るとき、正確に述べると以下が成り立つとき、Gは V の生成
系または完全系であると言う。任意の v ∈ V に対して係数
a1, . . . , an ∈ Fが存在して以下が成り立つ。

v = a1g⃗1 + · · ·+ ang⃗n (5.22)

v ∈ V に対して、(5.22)のように表すことを vのGによる展
開という。 □
定義 5.23 (基底). 線形空間 V に対して、部分集合B ⊂ V が
V の生成系かつ一次独立ならば、Bは V の基底であるという。
線形空間 V に対して、V の基底は一意とは限らない。　

□
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命題 5.24. 有限体 F上の線形空間 V に対して、以下が成り
立つ。

1. サイズ dimV の一次独立な任意のベクトルの集合は V

の基底となる。

2. V の任意の基底Bに対して、|B| = dim(V )である。

3. v ∈ V の基底Bによる展開は、一意である。

4. V は F|B|と同型である。つまり、V と F|B|の間に線形
な全単射が存在する。

□

証明. 一般の線形空間に対しても成り立ち、線形代数の授業
で学習しているはずです。線形代数の教科書を参照してくだ
さい。 □
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6 線形符号
前節では，有限体をスカラーとする線形空間（ベクトル空

間）の性質を学んだ．本節では，その概念を符号理論に応用
し，線形符号 (linear code) を定義する．線形符号は，符号
空間が有限体上の部分空間となるよう設計されたものであり，
数学的に解析しやすく，符号化・復号の実装が効率的になると
いう利点をもつ．
まず，線形符号の基本的な定義を導入し，符号長 n・次元

k・最小距離 d という 3つの主要パラメータの関係を整理す
る．続いて，符号の性能を測る指標である符号化率を定義し，
さらに代表的な線形符号として，繰り返し符号と単一パリティ
検査符号を具体的に扱う．
この節の目標は，線形性という制約が符号にどのような構

造的性質と利点をもたらすかを理解することである．これ以
降、線形性を符号に課すことで得られる線形符号に関する工
学的に有用な機能と性質を明らかにしていく。
定義 6.1 (線形符号、[n, k]符号). 符号長 nの符号 C ⊂ Fnに
対して、C が F上の線形空間になっているとき、C を F上の
線形符号という。符号長 n、次元 kの線形符号を [n, k]符号と
呼ぶ。符号長 n、次元 k、最小距離 dの線形符号を [n, k, d]符
号と呼ぶ。(n,M, d)とは異なるので注意しよう。
例: C = {000, 111}は [3, 1]線形符号である。
例: C = {011, 111}は線形符号ではない。なぜなら011+111 =

100 /∈ C が符号からハミ出しているからである。 □
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定義 6.2 (符号化率). F上の [n, k] 線形符号 C の符号化率は、
以下で定義される。

R(C)
def
=

1

n
log|F| |C| (6.3)

F上の [n, k] 線形符号 C の符号化率 R(C)に関して以下が成
り立つ。

R(C) =
k

n

□

証明. k = dimC であり、C は Fk と同型であるから、|C| =
|F|kとなる。これを (6.3)に代入して、証明が完成する。 □

定義 6.4 (繰り返し符号). 以下で定義される基底 Bを有する
符号を、長さ nの繰り返し符号という。

B = {(
n︷ ︸︸ ︷

1 · · · 1)}

長さ nの繰り返し符号は [n, k = 1, d = n]符号である。
例：長さ 4の２元繰り返し符号は { (0000) , (1111) }である。
□
定義 6.5 (単一パリティ検査符号). 以下で定義される、長さ n

の符号 C を単一パリティ検査符号という。

C = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn |
n∑

i=1

xi = 0}
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長さ nの単一パリティ検査符号は、[n, k = n− 1, d = 2]符号
である。
例：長さ n = 4の単一パリティ検査符号 C の符号語をすべて
書き下すと、次の通りである。

C = {0000, 0011, 0101, 0110,
1001, 1010 , 1100, 1111 }

C の基底の一つのとして

B = {1100, 0110, 0011}

がある。線形独立であることは明らかで、Cの任意の符号語は
Bの線形結合で表せることも確かめられる。例として、0101

は 0110+0011で表せる。
また、C の基底の一つのとして

B = {1001, 0101, 0011}

もある。 □
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7 内積、双対符号，生成行列，パリティ検査
行列

前節では，線形符号を有限体上の部分空間として定義し，そ
の基本的な例を見た．本節では，線形符号の構造をより深く
理解するために，内積と双対符号の概念を導入する．これに
より，符号間の直交関係を数式的に扱えるようになり，誤り検
出や復号理論の基礎となる数理構造を明確にできる．
まず，有限体上で定義される内積を用いて，符号とその直

交補空間（双対符号）を定義する．続いて，符号空間を具体
的に表現するための行列表現として，生成行列 (generator

matrix) とパリティ検査行列 (parity-check matrix) を導
入し，それらが双対関係にあることを示す．これにより，「符号
語が符号空間に属するかどうか」を行列演算 Hx = 0 によっ
て判定できることがわかる．
この節の目的は，双対性と行列表現を通じて，線形符号の

構造とその計算的特徴（符号化・検査・復号）を体系的に理解
することである．
定義 7.1 (内積、直交). ベクトル x, y ∈ Fnに対して、以下で
定義されるものを、用語を乱用して x, yの内積という。

〈x⃗, y⃗〉 := x1y1 + · · ·+ xnyn ∈ F

さらに、〈x⃗, y⃗〉 = 0となる x⃗, y⃗は直交するという。
例：x = (10101), y = (11101)に対して、〈x, y〉 = 1 + 0 +

1 + 0 + 1 = 1 となり、x, yは直交 しない 。
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上の定義は、よく使われる内積の定義 (https://bit.ly/

3U0ZOT4)には当てはまらないので、用語の乱用をしているこ
とに注意しよう。実際、よく使われる内積の定義では 〈x, x〉 = 0

ならば x = 0となる、つまり x 6= 0ならば 〈x, x〉 6= 0である
はずだが、x = (1111) とすると 〈x, x〉 = 0となる。 □
定義 7.2 (双対符号). 線形符号C ⊂ Fnに対して、以下で表さ
れるCのすべての符号語と直交するベクトルの集合をCの直
交補空間 (用語の乱用をしている)またはCの双対符号11と言
い、C⊥書く。

C⊥ := {x⃗ ∈ Fn | 〈x⃗, y⃗〉 = 0 for all y⃗ ∈ C}

このとき次が成り立つ． □
例 7.3. 長さ nの繰り返し符号 C と単一パリティ検査符号D

は互いに双対な符号である。 □

証明. まず、C⊥ ⊂ Dを示す。任意の c = (c1, . . . , cn) ∈ C に
対して、C が繰り返し符号であることから、

c = (c1, . . . , c1)

と表せる。これを用いると、x = (x1, . . . , xn) ∈ C⊥は、

〈c, x〉 =
n∑

i=1

cixi = c1(x1 + · · ·+ xn) = 0, for all c1 ∈ F

11ベクトル空間 V に対する双対空間 V ∗(参照 7.2)とは異なる概念なので
注意すること。

52

https://bit.ly/3U0ZOT4
https://bit.ly/3U0ZOT4


と等価であることが分かる。c1 = 1を代入すれば、

x1 + · · ·+ xn = 0

となることつまり、x ∈ Dと等価である。よって、C⊥ = D

となる。
次に、D ⊂ C⊥ を示そう。これは今の議論の逆をたど

れば明らか。冗長だが、実際にやってみよう。任意の d =

(d1, . . . , dn) ∈ D に対して、d1 + · · · + dn = 0 が成り立つ。
この dが任意の c = (c1, . . . , cn) ∈ C に対して、直交するこ
と (〈d, c〉 = 0)を示せば d ∈ C⊥ が示せる。C が繰り返し符
号であることから、c = (c1, . . . , c1) with c1 ∈ F と表せる。
〈d, c〉 =

∑n
i=1 dici = (d1 + · · ·+ dn)c1 = 0, for all c1 ∈ F と

なり、証明が完了する。 □

命題 7.4 (双対符号の性質). 以下が成り立つ。

1. F上の線形符号 C に対して、C⊥ は F上の線形符号で
ある

2. C ∩C⊥ = {⃗0}とは限らない。実際、C = {00, 11} ⊂ Fn

に対して C⊥ = {00, 11}なので、C ∩ C⊥ = C である。
C = C⊥であるとき、C は自己双対であるという。

3. dimC + dimC⊥ = nである：次元定理

4. (C⊥)⊥ = C である
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□

証明. 証明は，実線形空間 V の直交補空間 V ⊥に対する証明
と同じ様にしてできる。 □

定義 7.5 (生成行列、パリティ検査行列). 線形符号 C の基底
のひとつを {g⃗1, . . . , g⃗k}とする。

G =

 g⃗1
...

g⃗k


を線形符号 C の生成行列と言う。双対符号 C⊥の基底のひと
つを {h⃗1, . . . , h⃗n−k}とする。

H =

 h⃗1
...

h⃗n−k


つまり、C⊥ の生成行列を線形符号 C のパリティ検査行列と
言う。g⃗iと h⃗jは直交することから、GHT = 0が成り立つ。□
文脈から誤解の無いときには、行列Gと基底 {g⃗1, . . . , g⃗k}

を同一視する。同様に、行列 H と基底 {h⃗1, . . . , h⃗n−k} を
同一視する。文脈から誤解を生じない場合には、列ベクトル
(x1, . . . , xn)

T を行ベクトル (x1, . . . , xn)として、またその逆
として書くことがある。
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7.4から双対符号の双対符号は主符号である:C = (C⊥)⊥か
ら、次の双対的な性質が成り立つ。

1. C の生成行列Gは C の基底ベクトルを行ベクトルとす
る行列なので、C⊥のパリティ検査行列 (C = (C⊥)⊥の
基底ベクトルを行ベクトルとする行列)となる。

2. C のパリティ検査行列H は C⊥ の基底ベクトルを行ベ
クトルとする行列なので、C⊥の生成行列となる。

3. C⊥の生成行列G⊥は C⊥の基底ベクトルを行ベクトル
とする行列なので、C のパリティ検査行列となる。

4. C⊥のパリティ検査行列H⊥は (C⊥)⊥ = C の基底ベク
トルを行ベクトルとする行列なので、C の生成行列と
なる。

例 7.6. 符号長 n = 7の符号 C が次の通り与えられている。

C = {0000000, 0111010, 1100110, 1011100,
1001011, 1110001, 0101101, 0010111}

C に含まれる 3つのベクトル

B = {1001011, 1100110, 0111010}

は、線形独立であり、C を張る (線形結合が C の任意の要素
をBの線形結合で表せる)ので、BはCの基底の一つである。
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したがって、

G =

 1001011

1100110

0111010


は C の生成行列である。 □
次の性質により、与えられたベクトル xが符号CおよびC⊥

の要素であるかどうかを、行列とベクトル計算によって知る
ことができる。
命題 7.7. [n, k]線形符号C、双対符号C⊥、Cの生成行列G、
C のパリティ検査行列H に対して、以下が成り立つ。

x ∈ C⊥ ⇐⇒ Gx = 0 (7.8)

x ∈ C ⇐⇒ Hx = 0 (7.9)

これより，Gは C⊥のパリティ検査行列であることと，H は
C⊥の生成行列であることが分かる． □

証明. ここでは (7.8)を示す。(7.9)は、HがC⊥の生成行列で
あることと、(C⊥)⊥ = C であることから明らか。
まず、x ∈ C⊥ =⇒ Gx = 0を示そう。Gの行ベクトル集合

を {g1, . . . , gk}と書く。gi ∈ C, x ∈ C⊥なので、これらは直交
し 〈gi, x〉 = 0 for i = 1, . . . , kとなる。これを行列とベクトル
で表すと、Gx = 0となる。
次に、x ∈ C⊥ ⇐= Gx = 0を示そう。Gx = 0であれば、
〈gi, x〉 = 0 for i = 1, . . . , kとなる。{g1, . . . , gk}は C の基底
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であることから、任意の y ∈ C に対して、y =
∑k

j=1 bjgj と
展開できる。ただし、b1, . . . , bkはスカラー Fの元である。

〈y, x〉 = 〈
k∑

j=1

bjgj , x〉 =
k∑

j=1

bj〈gj , x〉 =
k∑

j=1

bj0 = 0

となる。y ∈ C は任意であるので、x ∈ C⊥となる。 □

定義 7.10 (線形とは限らない符号の符号化にかかる計算量).

線形とは限らない符号 C = {c⃗0, . . . , c⃗M−1} ⊂ Fn に対して、
メッセージm ∈ {0, 1, . . . ,M − 1}から符号語 c⃗ ∈ C への写
像はM が大きいときには装置化するのが困難である。実際、
k = 1024ビットの情報を送りたいときは、M = 2kとなるが、
これを変換表m→ c⃗mで実現するには、M × nの表が必要に
なる。これは、宇宙の全原子に 1ビットずつ情報を書き込め
たとしても足りない12。 □
変換表を用いずに、生成行列とベクトルの積によって、符

号化を実現することができる。
定義 7.11 (生成行列、生成行列を用いた符号化). [n, k]線形
符号C ⊂ Fnの基底を {g⃗1, . . . , g⃗k}、生成行列をGとする。こ

12https://bit.ly/47Yx576
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のとき情報ベクトル u = (u1, . . . , uk) ∈ Fkを

uG = (u1, . . . , uk)

 g1
...

gk


= u1g1 + · · ·+ ukgk ∈ C

に対応付ける写像は、FkからCへの一対一である線形写像で
ある。これよ、情報ベクトル uと生成行列 Gの積によって、
符号化が実現できることが分かる。

□
例 7.12. [n = 7, k = 3]符号の生成行列を

G =

1001011

1100110

0111010


とする。情報ベクトル u = 000は符号語 c = 0000000 に符号
化される。情報ベクトル u = 111は符号語 c = 0010111 に符
号化される。 □
命題 7.13. 次が成り立つ。

1. [n, k]符号Cのパリティ検査行列Hに対して、フルラン
クである k× n行列GがGHT = 0を満たすとき、Gは
C の生成行列である。
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2. [n, k]符号Cの生成行列Gに対して、フルランクである
n− k×n行列HがGHT = 0を満たすとき、HはCの
パリティ検査行列である。

□

証明. 1を示す。2は同様に示せる。Gの行ベクトルの集合を
{gi}ki=1がCの基底となること、すなわち {gi}が独立で、Cを
張ることを示せば良い。Gはフルランクであるので、{gi}は
線型独立となる。さらに、{gi}が張る空間の次元は kとなる。
Cの次元は kである。GHT = 0と (7.9)より giはCの符号語
となる。したがって、{gi}が張る空間は Cに含まれる。これ
らのことより、Gは C の生成行列となることがわかる。 □

基底の冗長性から、生成行列が冗長性を有するのは明らか
だが、行列の形で表すと次のようになる。
命題 7.14 (生成行列の冗長性). k×n行列Gが符号Cの生成
行列であるとする。Gとは異なる k×n行列G′が符号Cの生
成行列となることがある。k× kの正則行列Aに対して、AG

は C の生成行列となる。 □

証明. Aは正則なので、AGの階数はGの階数と等しく kであ
る。AGはフルランクである。(AG)H = 0であるから、7.13

より、AGも C 生成行列となる。 □
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閑話休題：パリティ検査行列を使って理解する量子誤り訂正
ここまでで学んだように，線形符号には「双対符号」という概念があ
り，符号とその双対の間には直交関係が成り立つ．実はこの考え方を
少し発展させると，量子情報の理論を使わずとも，量子誤り訂正の基
本的な構造を古典符号理論だけで簡潔に説明することができる．
その出発点となるのが，2つの線形符号 CX と CZ の組である．これ
らが互いの双対と整合するように組み合わされた構造を CSS (Calder-
bank–Shor–Steane) 符号という．CSS符号は，C⊥

Z ⊂ CX（または等価
的に C⊥

X ⊂ CZ）という包含関係を満たす 2つの符号から作られ，対
応するパリティ検査行列 HX , HZ が直交条件 HXHT

Z = 0 を満たすよ
うに設計される．これらの行列は，それぞれ 位相反転 (Z)誤り eZ と
ビット反転 (X)誤り eX を検出するために用いられる．
量子状態に、誤りが生じるとその影響はシンドロームとして観測される．
Z 型スタビライザの測定結果から得られるシンドロームは sZ = HXeT

X，
X 型スタビライザの測定結果から得られるシンドロームは sX = HZe

T
Z

と表される．したがって，観測されたシンドローム (sX, sZ) からノイ
ズ (eX , eZ) の推定値 (êX , êZ)を求めることが誤り訂正の目的となる．
ここで、量子誤りを訂正するためには、ノイズの推定値 (êX , êZ)はノ
イズと完全に一致している必要はなく次の条件を満たしていれば復号
成功となる。

êX + eX ∈ C⊥
X , êZ + eZ ∈ C⊥

Z

これは，古典符号における「シンドローム s = HeT から誤り e を求
める問題」(参照 9)と同じ構造を持っている．
CSS符号では，それぞれの符号の最小距離を dX = min{wt(x) | x ∈
CX \ C⊥

Z }，dZ = min{wt(z) | z ∈ CZ \ C⊥
X} と定める．このとき，

符号全体の最小距離は d = min(dX , dZ) で表され，t = ⌊(d − 1)/2⌋
個以下の誤りを確実に訂正できる．
つまり，量子誤り訂正とは，直交条件 HXHT

Z = 0 のもとで，2 つの
双対符号の包含関係を保ちながら，観測されたシンドロームから最も
尤もらしいノイズを推定する問題として古典符号理論の枠組みで形式
化できるのである．
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量子誤り訂正理論 若手ワークショップ https://sites.

google.com/view/qecminiworkshopjp2025/の宣伝をする。
宿泊費および交通費が支給される

8 ハミング重み @04

前節では，線形符号の構造を生成行列やパリティ検査行列
を通じて表現した．本節では，符号の性能を定量的に評価す
る指標として，ハミング重み (Hamming weight) を導入す
る．ハミング重みは，符号語の「1」の個数を数える単純な量
だが，符号の誤り検出能力・訂正能力を決定する上で中心的
な役割を果たす．
まず，ベクトルのハミング重みと符号全体の最小ハミング

重みを定義し，それが符号の最小距離に一致することを示す．
これにより，線形符号では符号語の間の距離をすべて調べな
くても，最小重みを求めるだけで訂正能力が分かることが理
解できる．
この節の目的は，線形符号の距離的性質を「重み」という

観点から把握し，後に扱う復号法や限界式の理論的基礎を整
えることである．
定義 8.1 (ハミング重み、最小ハミング重み). ベクトル xの
要素のうち、非零の要素の数を xのハミング重みまたは重み
といいw(x)と書く。零ベクトルとの距離が重みを与える。す
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なわち、以下が成り立つ。
w(x) = d(x, 0)

例：w(1010) = d(1010, 0000) = 2

線形符号 C に対して、C の非零符号語の最小の重み、つま
り以下を C の最小ハミング重みまたは単に最小重みといい、
wmin(C)または w(C)と書く。

wmin(C) := min
c∈C:c ̸=0

w(c)

□
命題 8.2 (最小距離と最小重みの関係). 線形符号 C の最小距
離は C の最小重みに等しい。正確に書くと次の通りである。

min
x,y∈C:x ̸=y

d(x, y) = min
c∈C:c ̸=0

w(c)

□

証明. 以下より導ける。
min

x,y∈C:x ̸=y
d(x, y) = min

x,y∈C:x ̸=y
d(x− y, 0)

= min
x,y∈C:x̸=y

w(x− y)

= min
x−y∈C:x−y ̸=0

w(x− y)

= min
c∈C:c ̸=0

w(c)

□
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例 8.3 (線形符号の最小距離は、最小重みに一致する). C を
以下の行ベクトル c⃗iを符号語として有する符号空間Cは、符
号語数M = 16、最小距離 dmin = 3を有する。線形とは限ら
ない符号では、最小距離は異なる符号語のペアの距離を測る
ことが必要である。線形符号ならば、非零符号語の最小重み 3

を求めることで、最小距離を得ることができる。
0000000 1000110 0100011 1100101

0010101 1010011 0110110 1110000

0001111 1001001 0101100 1101010

0011010 1011100 0111001 1111111

□
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9 コセットとシンドローム復号
13

定義 9.1 (誤りベクトル). 送信語 x⃗ ∈ Fnと受信語 y⃗ ∈ Fnに
対して、

e⃗ := y⃗ − x⃗

を誤りベクトルという。
これは、送信語 x⃗ ∈ Fnと誤りベクトル e⃗ ∈ Fnに対して、受
信語 y⃗ ∈ Fnが以下のように与えられることを意味している。

y⃗ = x⃗+ e⃗

例: 送信語 x⃗ = 01010に誤りベクトル 01001が加えられ受信
語 y⃗ = 00011を受信した。 □
定義 9.2 (シンドローム). F上の [n, k]線形符号Cとそのパリ
ティ検査行列Hに対して、以下を定義する。ベクトル y⃗ ∈ Fn

に対して、s⃗ = Hy⃗ ∈ Fn−kを y⃗のシンドロームという。 □
定義 9.3 (転置記号の省略). 文脈から誤解を生じない場合に
は、列ベクトル (x1, . . . , xn)

T を行ベクトル (x1, . . . , xn)とし
て、またその逆として書くことがある。 □

13来年への教員用メモ：商線形空間と準同型定理は習っているはずなの
で、シンドロームへの線形写像 ϕ : Fn → Fm, ϕ(x) = Hx⊤ を定義し
て、Ker(ϕ) = C と Im(ϕ)がシンドローム空間であることから、準同型定
理 Fn/C ∼= Im(ϕ) によってシンプルに説明するのがいいかも。
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例 9.4 (シンドロームの計算). パリティ検査行列 H を有す
る [7, 4]符号 C に関して、y = (1110111)T のシンドロームは
s = Hy = ( 011 )T で与えられる。

H =

1110100

1011010

1101001


□

命題 9.5 ( 誤りベクトルと受信語は同一のシンドロームを有
する。). 符号語 x⃗ ∈ C を送信し、誤りベクトル e⃗が加えられ
受信語 y⃗ = x⃗+ e⃗が受信された。誤りベクトル e⃗と受信語 y⃗は
同一のシンドロームを有する。実際、以下が成り立つ。

Hy⃗ = H(x⃗+ e⃗) = Hx⃗+He⃗ = 0 +He⃗

□
定義 9.6 (同値関係 (equivalent relation)). X上の関係R ⊂ X

は反射律、推移律、対称律14を満たすとき、Rは同値関係であ
るという。
例：親戚であるという人間集合上の関係は、同値関係である。
例：x, y ∈ Zに対して、x− yは 3の倍数である関係R3Zは、
同値関係である。 □
定義 9.7 (同値類、代表元、商集合). 集合 S の上に同値関係R

が定義されているときには、S の各元 aに対して aに同値であ
14http://bit.ly/2AdsqQB
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る元を全て集めた集合を考えることができる。この S の部分集
合を、a を代表元 (representative) とする同値類 (equivalence

class) といい、[a]と書く。

[a] := {x ∈ S | a ∼ x}.

集合 S の同値関係Rに関する同値類全体のなす集合を、S を
同値関係 Rで割った集合、あるいは S の Rによる商集合と
呼び、

S/R := {[x] | x ∈ S}

と表す。商集合は Sの分割を与える。言い換えると、S/R =

{S1, . . . , Sn}ならば S = S1 ∪ · · · ∪ Sn, Si ∩ Sj = ϕ for i 6= j

となる。
例：Z/R3Z = {[0], [1], [2]} = {0+ 3Z, 1+ 3Z, 2+ 3Z}である。
ここで、[i]は 3で割った余りが iである整数の集合と一致す
る。
例：このクラスの参加者集合をX とする。親戚関係にある人
がいなければ、

X/親戚関係 = {{x}|x ∈ X}

となる。 □
定義 9.8 (剰余類、コセット). 符号長nのF上の線形符号C ⊂
Fn に関して、商線形空間15、つまり x− y ∈ C なる同値関係

15https://bit.ly/3TY61iB
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による分類 (商集合)に自然に線形演算を定義したもの

Fn/C = {x+ C | x ∈ Fn}

の元 x+C := {x+ c | c ∈ C}をコセットまたは同値類、剰余
類という。
例：R2/{(x, 0)|x ∈ R} =

{
(0, y) + {(x, 0)|x ∈ R} | y ∈ R

}
={

{(x, y)|x ∈ R} | y ∈ R
}

例：{00, 10, 01, 11}/{00, 10} = {{00, 10}, {01, 11}}となる。こ
れは、C = {00, 10}に対して、00 − 10 ∈ C, 11 − 01 ∈ C,

00− 01 /∈ C, 10− 11 /∈ C であることから確かめられる。
例：{00, 10, 01, 11}/{00, 11} = { {00, 11}, {10, 01} } □
命題 9.9 (コセットとシンドロームを同一視する). 二つのベク
トル x, y が同じコセットに含まれることと、x, y が同じシン
ドロームを有することは同値である。この対応によりシンド
ロームとコセットは１対１に対応する。
この対応と 9.5から、シンドロームHy⃗に対応するコセット
{x ∈ Fn | Hx = Hy}はエラーベクトルを eを含むことが分か
る。この中から重みが最小のエラーベクトルを推定エラーベ
クトルとする復号が、シンドローム復号である。 □

証明. 二つのベクトル x, yが同じコセットに含まれること x−
y ∈ C と、それらのベクトルが同じシンドロームを有するこ
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とHx = Hyは同値であることを示す。

x− y ∈ C
(7.9)⇔ H(x− y) = 0

⇔ Hx = Hy

□

定義 9.10 (シンドローム復号法). F上の [n, k]線形符号のパ
リティ検査行列をH とする。次の復号法をシンドローム復号
法という。シンドローム s := Hyに対応するコセットのうち
でハミング重みが最小のものを推定誤りベクトル ê(s)とする。
この ê(s)をコセット代表元という。推定送信語を x̂ = y− êと
して出力する。正確に書くと以下の通りである。

x̂(SR)(y) : = y − ê(s)

= y − argmin
e:s=He

w(e)

シンドロームは |F|n−k 通りあるので、シンドローム sからコ
セット代表元 ê(s) への写像を、サイズ |F|n−k の表を用意す
ることにより実現できる。これは、n − k が小さい、つまり
符号化率 R = k

n が大きいときには現実的な方法である。例：
n = 1023, n− k = 10。シンドローム復号の御利益が実感でき
る例は、この演習と情報通信実験第 2で扱う予定です。 □
定理 9.11 (シンドローム復号は最小距離復号と一致する). シ
ンドローム復号は最小距離復号と一致する。形式的に書くと、
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受信語 yに対して以下が成り立つ。

x̂(MD)(y) = x̂(SR)(y)

□

証明.

x̂(MD)(y) = argmin
x∈C

d(x, y)

(7.9)
= argmin

x:Hx=0
w(y − x)

(y=x+e)
= argmin

y−e:H(y−e)=0
w(e)

= y − argmin
e:Hy=He

w(e)

= y − argmin
e:s=He

w(e)

= x̂(SR)(y)

□

命題 9.12. 重みが t以下の全てのベクトルがコセット代表元
になることと、シンドローム復号法により重み t以下の誤りを
訂正できることは同値である。 □

証明. ある誤りベクトル eに対して、eが訂正できることと e

がコセット代表元であることは同値なので、明らか。 □
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10 標準型生成行列、標準型パリティ検査行
列、組織符号

本節では，線形符号の行列表現をより実装寄りに整理する．
生成行列を行基本変形と列入替で [Ik P ] の標準形（system-

atic form）に整えれば，符号語の左側 kシンボルが情報ビット
の写像そのものになり，復号側で情報抽出が容易になる．対応
する標準型パリティ検査行列 [−PT In−k]を導入し，GHT = 0

を確認することで，主・双対の整合も明確化する．この節の目
的は，[Ik P ] 形への正規化と，それがもたらす符号化・デー
タ抽出の簡潔さを理解することである．
定義 10.1 (標準型生成行列、組織符号). [n, k]線形符号の生
成行列をGとする。k × n生成行列Gが、サイズ kの単位行
列 Ikと k×n−k行列P を用いてG = [Ik P ]と書けるとき、
Gは標準形であるという。適当に与えられた生成行列Gは行
の基本変形と列の入れ替えを施すと必ず標準形にできる。標
準形生成行列による符号化は組織的16であると言う。 □

例 10.2. 例：G′ =

1001011

1100110

0111010

は標準形で ない 。

16多くの教科書では、標準型生成行列が存在する線形符号を組織的と言
う。しかし、組織的でない線形符号は存在しないので、この定義では名付
けることに意味が無い。Science Tokyo生が人間であるとき人間的 Science
Tokyo生というようなものである。
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例：G =

100 1011

010 1101

001 0111

 は標準形で ある 。
GはG′に適当な行基本変形を施したものである。 □
議論 10.3. 生成行列Gを持つ F上の [n, k]線形符号Cを考え
る。情報 u = (u1, . . . , uk) ∈ Fk に対して符号語は c⃗ = uGに
なる。受信器は推定符号語 c⃗から情報ベクトル uを戻す操作
が必要になる。生成行列Gが標準型の場合、

c = uG = u(Ik P ) = (u uP )

という形に符号語がなるから、符号語から情報ベクトル uを
復元するために符号語の左側 kシンボルを取り出すだけで済
むようになる。
例 10.4. 10.2と同じ設定で、c(u) = (111 0001)となる uは
c = uG = (u uP )より u = (111) であることがすぐ分かる。
□
命題 10.5 (符号空間は生成行列の行基本変形に対して不変).

生成行列Gに行基本変形を施すと、情報ベクトル uと符号語
c(u) = uGの対応関係は変わる。符号空間C(G) = {c(u) : u ∈
Fk}は変わらない。したがって、最小距離 d(C)および訂正能
力 t(C)も変わらない。 □

証明. Gの行ベクトル集合は C の基底である。Gに行基本変
形をしてもランクは変化しないので、C の基底であることに
変わりは無い。 □
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例 10.6. 10.2 と 同 じ 設 定 で 、(111)G′ =

(001 0111) , (111)G = (111 0001) となる。 □
命題 10.7 (標準形になっている生成行列に対応するパリティ
検査行列). 生成行列

G = [Ik P ]

であるときにGで定義される線形符号のひとつのパリティ検
査行列は

H = [−P T In−k]

で与えられる。この形のパリティ検査行列は標準型であると
言う。上記のように作ったHがパリティ検査行列ならHとG

の各行の積が 0ベクトルになるはずであるが，確かに

GHT = [Ik P ][−P T In−k]
T

= [Ik P ]

[
−P
In−k

]
= −IkP + PIn−k = −P + P = 0

となっている． □
例 10.8. 以下の標準型生成行列Gに対する標準型パリティ検
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査行列H は以下で与えられる。

G =

100 1011

010 1101

001 0111

 ,H =


110 1000

011 0100

101 0010

111 0001


□
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11 線形符号のパリティ検査行列による最小距
離の計算

最小距離 d(C) は訂正能力を決める中心量だが，総当たり
計算は一般に困難である．本節では，パリティ検査行列 H

の列ベクトルの独立性に着目し，「任意の d−1 列が独立なら
d(C) ≥ d」，「従属な d 列があれば d(C) ≤ d」という列独立性
判定に基づく距離評価法を示す．これにより，距離計算を行列
の線形代数的判定に還元できることを理解する．

議論 11.1 (一般に最小距離を計算することは困難である). 線
形とは限らない符号空間 C に対して、C の最小距離

d(C) = min
x,y∈C,x ̸=y

d(x, y)

を計算したい。原理的には、すべての異なる符号語ペア x, y ∈
C, x 6= yに対して、距離を比較すれば最小距離を得られる。し
かし、これには約 |C|2/2回の比較が必要になる。線形符号に
対しては、以下の 11.2と 11.3によって、比較的効率的に最小
距離を計算することができる。

定理 11.2 (パリティ検査行列と最小距離). [n, k] 線形符号 C

の n− k× nパリティ検査行列Hに対して、以下が成り立つ。
任意の d′ ≤ d− 1に対して、H のどの d′列を選んでも線形独
立ならば、C の最小距離 d(C)は d以上である。 □
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証明. パリティ検査行列H の第 i列を h⃗iとおく。

H = [⃗h1 h⃗2 · · · h⃗n]

である。最小距離が d− 1以下であると仮定する。つまり、非
ゼロ符号語 c⃗ = (c1, . . . , cn)でハミング重みが d′ ≤ d− 1のも
のが存在すると仮定する。c⃗の非ゼロ要素を ci1 , . . . , cid′ とす
る。このとき

0⃗ = Hc⃗

= ci1 h⃗i1 + ci2 h⃗i2 + · · ·+ cid′ h⃗id′

となる。このことは h⃗i1 , . . . , h⃗id′ が線形従属であることを意
味するが、これはH のどの d′ ≤ d− 1列も線形独立であるこ
とに矛盾する。 □

定理 11.3. [n, k]線形符号Cの n− k×nパリティ検査行列H

に対して以下が成り立つ。H のなかに線形従属になる d列の
組み合わせが一つでも有れば、Cの最小距離 d(C)は d以下で
ある。 □

証明. 重み dの符号語が存在することを示せば十分である。パ
リティ検査行列H の第 i列を h⃗iとおく。

H = [⃗h1 h⃗2 · · · h⃗n]

である。条件より、ある d列は線形従属である。この線形従属
な d列に名前をつける。h⃗i1 , . . . , h⃗id これらは、線形従属なの
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で、係数 ci1 , . . . , cid が存在して

ci1 h⃗i1 + ci2 h⃗i2 + · · ·+ cid h⃗id = 0⃗

が成り立つ。ベクトル c⃗を、添字 i1, . . . , idの部分を ci1 , . . . ,

cid と等しくしそれ以外の部分を 0にすると c⃗のハミング重み
は dであり、

Hc⃗ = ci1 h⃗i1 + · · ·+ cid h⃗id

= 0⃗

であるから、c⃗は重み dの符号語である。 □

例 11.4. パリティ検査行列H によって定義される [7, 4]符号
を C とする。

H =

 1011100

1101010

0111001


第 2 , 6 , 7 列を取り出すと線形従属である。したがって、

c⃗ = (0100011)

はCの符号語となる。このことは 11.3から最小距離が 3 以下
であることを意味する。 □
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12 ハミング符号 @05

本節では，最小距離 3，単誤り訂正の古典的符号であるハ
ミング符号を扱う．標準型 H と G を具体的に与え，列ベ
クトルの性質から d = 3 を導く．さらに，シンドローム復
号がそのまま最小距離復号になることを例で確認し，一般の
[2m−1, 2m−1−m, 3] への拡張と完全符号としての充填性も
示す．
定義 12.1 (ハミング符号). 符号長 7のハミング符号は以下の
パリティ検査行列で定義される二元線形符号である。

H =

1011 100

1101 010

0111 001


これは標準形なので、対応する標準型生成行列は

G =


1000 110

0100 011

0010 101

0001 111


となる。このハミング符号の最小距離は 3である。 □

証明. パリティ検査行列H の、どの 2列を取り出しても異な
るから、どの 2列も線形独立である。したがって、11.2より
最小距離は 3以上である。パリティ検査行列H の第 1,2,3列
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を足すと (000)T になるので、これらは線形従属である。した
がって、11.3より最小距離は 3以下である。こうして、最小
距離は 3であることが示された。 □

定義 12.2 (ハミング符号の復号法). ハミング符号の符号語を
送って受信語 r ∈ F7

2を受信したとする。以下の手続きで復号
を行う。

1. シンドローム s := Hrを計算する

2. シンドローム sと同じ H の中の列ベクトルを探す。そ
れを i列目とする

3. i番目の要素が 1で他がすべて 0のベクトルを推定誤り
ベクトル êとする。

4. r − êを推定符号語 ĉとする。

上記の通り選ばれた推定誤りベクトル êはシンドロームに対応
するコセットに含まれる誤りベクトル e、正確に書くとHe = s

となる eのなかで重みが最小な êと一致する。したがって、こ
の復号法はシンドローム復号すなわち最小距離復号となって
いる。 □
例 12.3 (ハミング符号の復号法の例). r = (1001110)を受信
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したとする。

s := Hr =

1011 100

1101 010

0111 001

 (1001110)T =

1

1

1


次に、sがH の第 i = 4 列と等しいことを知る．最後に、推
定誤りベクトルを ê = (0001000)とし、推定送信語 ĉ = r− ê =
(1000110)を得る。 □
定義 12.4. 符号長 7のハミング符号と同様に、mを 2以上の
整数として [2m − 1, 2m − 1 −m, 3] ハミング符号を構成でき
る。長さがmの非ゼロの二元ベクトルは 2m − 1種類あるが、
それらを列ベクトルとして並べたm× (2m − 1)のパリティ検
査行列によって定義される二元線形符号が、符号長 2m − 1の
ハミング符号である。符号長 7のハミング符号の復号手続き
と同じものを使えば、1つまでの誤りを訂正できる。
m = 2のとき、[3, 1, 3]ハミング符号は長さ 3の繰り返し符

号 {000, 111}と一致する。 □
命題 12.5 (ハミング符号は完全符号である). 長さ n = 2m− 1

のハミング符号 C は、完全である。言い換えると、ハミング
符号Cの各符号語を中心とする半径 t(C) = 1のハミング球は
Fn
2 を余すところなく完全に充填する。 □

証明. C は (n = 2m − 1,M := |C| = 22
m−1−m,d = 3)符号で

ある。さらに、d(C) = 3より、t(C) = 1, V2(n, t) = n + 1と
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なる。これらは、ハミング限界 4.9を等式で満たし、Cは完全
となる。 □
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13 線形符号の最小距離に関する限界式
ここでは，線形符号に課される距離の限界を概観する．ま

ず，必要条件としてシングルトン限界 d ≤ n− k + 1 を導き，
等号達成符号（MDS符号）の位置づけを明確にする．次に，
存在の観点からVarshamov–Gilbert (VG) 限界を示し，非
構成的版と，列選択により H を逐次構成する構成的版の両方
を述べる．これにより，「達成可能な (n, k, d)」の見取り図を
得る．
この節では F = F2と限定する。

定理 13.1 (シングルトン限界). [n, k, d]符号 C に対して、以
下が成り立つ。

d ≤ n− k + 1

シングルトン限界は、[n, k, d]線形符号が存在するための必要
条件を与える。シングルトン限界を等式で満たす [n, k, d =

n − k + 1]線形符号は最大距離分離符号 (MDS符号)と呼ば
れる。 □

証明. [n, k, d] 線形符号のパリティ検査行列のサイズは (n −
k) × nだが n − k行しかないから線形独立になれる列の組は
高々n− k列までである。このことは、11.3により最小ハミン
グ距離は最大でも n− k + 1であることを意味する。 □

定義 13.2 (構成的証明). 存在に関する命題「x ∈ Xが存在し
て命題 P (x)が成り立つ。」を証明するときに、P (x) = true
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となる x ∈ X を明示する証明を構成的証明という。逆に、存
在を明示的に示さず、存在しないと仮定して矛盾を導く証明
を非構成的証明と言う。大きな有限集合からの最適な要素の
選択を含む証明や、ランダムに選択したときに確率が０でな
いことによる証明も非構成的証明と呼ばれる。工学の分野で
は、興味のある条件を満たす装置の存在証明をしたいときに、
構成的証明のほうが望ましい。なぜなら、構成的証明はその
実現法も教えてくれるからである。 □
定理 13.3 (非構成的VG限界). 線形とは限らない符号空間に
対して示したVG限界 4.14と同様の定理が線形符号に対して
も成り立つ。以下が成り立つとき、[n, k, d]符号は存在する。

2k−1 <
2n

V2(n, d− 1)
(13.4)

□

証明. 球被覆限界 4.11より、[n, k− 1, d]符号Ck−1に対して、
(13.4) ならば、Ck−1 は最大ではないので、Ck−1 のどの符号
語とも距離が d以上離れている x ∈ Fn, x /∈ Ck−1が存在する。
CkをCk−1 ∪ {x}によって張られる線形符号とする。Ckの最
小距離が d以上になることを示そう。Ck−1から Ck に新たに
加えられた符号語は

z = ax+ y (a ∈ F, a 6= 0, y ∈ Ck−1)
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と表すことができる。

w(z) = w(a−1z) = w(x+ a−1y) = d(x,−a−1y︸ ︷︷ ︸
∈Ck−1

) ≥ d

となる。最後の不等号は xの選び方より分かる。新たに追加
された符号語 zのハミング重みは d以上になる事がわかった。
8.2より、Ckは [n, k, d]符号である。 □

定理 13.5 (構成的線形 VG限界). VG限界 4.14および 13.3

の証明は、xの存在に関して構成的で無かったことに注意しよ
う。以下の条件が成り立つとき、以下の手順で [n, k, d]符号を
構成することができる。

2n−k >

d−2∑
j=1

(
n− 1

j

)
(13.6)

等価的に以下のように表せる。

2k <
2n∑d−2

j=1

(
n−1
j

)
以下の手順で列ベクトル h1, . . . , hn ∈ Fn−k を選択し、(n −
k)× nパリティ検査行列H(n) = (h1, . . . , hn)を作ると、任意
の d− 1以下の列が線形独立となる。

1. i := 1とする。任意の非零ベクトル h1 ∈ Fn−kを選択す
る。H(1) = (h1)とする。
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2. hi+1 ∈ Fn−k を H(i) に加えた H(i+1) := (H(i)|hi+1)の
任意の d−1個以下の列が線形独立になるようにしたい。
H(i)の任意の d − 1個以下の列は線形独立であるから、
hi+1 がH(i) の d − 2本以下の列ベクトルの線形結合で
表せないようになっていれば良い。
H(i) の列 h1, . . . , hi から選ばれた任意の異なる j 列
h̃1, . . . , h̃j の非零係数 ai 6= 0 for all i = 1, . . . , j によ
る線形結合

xj := a1h̃1 + · · ·+ aj h̃j (13.7)

で表せるベクトル xj の集合を S
(i)
j と書く (0 ≤ j ≤ d−

2)。このように表せないベクトル hi+1 をパリティ検査
行列に加えればよい。集合

Fn−k −
d−2⋃
j=0

S
(i)
j (13.8)

が空でなければ、この集合に含まれるベクトルをhi+1と
すれば良い。

3. i = n− 1ならば終了する。i < n− 1ならば、i := i+ 1

として、2に戻る。
□

証明. 1 ≤ i ≤ n− 1に対して、ステップ 2における (13.8)が
空集合でなければ、定理は成り立つ。(13.7)の選択は、i個の
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ベクトルから j個を選択してそれぞれ |F| − 1通りの非零係数
を決定する操作によってなされるので、

|S(i)
j | =

(
i− 1

j

)
(|F| − 1)j

(F=F2)
=

(
i

j

)
となる。次が成り立つ。

|Fn−k| = 2n−k
(13.6)
>

d−2∑
j=1

(
n− 1

j

)
(i≤n−1)

≥
d−2∑
j=1

(
i

j

)
=

d−2∑
j=0

|S(i)
j |

(ユニオン限界)

≥ #

d−2⋃
j=0

S
(i)
j

したがって、(13.8)が空集合でないことがわかる。 □

14 重み分布と検出誤り
重み分布 Aw は符号の距離構造の全体像を与える指標である．

本節では，重み分布多項式 A(X), A(X,Y )を定義し，BSC(p)

における検出誤り（見逃し）確率をA(1− p, p) で表せること
を導く．最小重み（＝最小距離）だけでなく，全重み分布が性
能評価に直結することを理解する．
定義 14.1 (重み分布と重み母関数). 符号長 nの線形符号Cに
対して、ハミング重み wの符号語の数をAwと書く。

Aw = #{c ∈ C | wH(c) = w}

85



(Aw)
n
w=0を符号Cの重み分布といい、以下の２つの多項式を

C の重み分布多項式という。

A(X) : =

n∑
w=0

AwX
w =

∑
c∈C

XwH(c)

A(X,Y ) : =

n∑
w=0

AwX
n−wY w =

∑
c∈C

Xn−wH(c)Y wH(c)

上の対応により、重み分布と重み母関数を同一視する。線形符
号に対して、Aw 6= 0なる最小のw > 0が、最小重みwmin(C)

等価的に最小距離 dmin(C)を与える。線形符号に対して、零
符号語は唯一存在するので、A0 = 1である。 □
例 14.2. 長さ n = 3の繰り返し符号 {000, 111}の重み分布A

は以下の通りである。

A0 = 1 , A1 = 0 , A2 = 0 , A3 = 1 ,

A(X) = 1 +X3 , A(X,Y ) = X3 + Y 3 (14.3)

長さ n = 3の単一パリティ検査符号 {000, 110, 011, 101}の重
み分布Bは以下の通りである。

B0 = 1 , B1 = 0 , B2 = 3 , B3 = 0 ,

B(X) = 1 + 3X2 , B(X,Y ) = X3 + 3XY 2 (14.4)

□
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定義 14.5 (誤り検出、検出誤り、誤り見逃し確率). 線形とは限
らない符号Cを用いて、反転確率 pの２元対称通信路BSC(p)

で通信を行う。送信語 xに対して、受信語を yとする。受信機
は誤り訂正はせずに、通信路で誤りが生じたときには送信者
に再送を要求する。このとき、受信語が符号語でない y /∈ C

ならば、通信路で誤りが生じたと判断する。このとき誤りを
検出したという。通信路で誤りが生じているにもかかわらず、
誤りを検出できないことを、検出誤りまたは見逃し誤りと言
う。検出誤り確率を以下によって定義する。

Pu := Pr(Y ∈ C, Y 6= X)

ここで、送信確率 Pr(X = x)を陽に使うと、

Pu =
∑
x∈C

Pr(Y ∈ C, Y 6= X | X = x) Pr(X = x)

となる。 □
命題 14.6 (検出誤り確率の重み分布による表現). 反転確率 p

の 2元対象通信路で線形符号 C で符号化された通信を行うこ
とを考える。重み分布A(z) =

∑n
w=0Awz

wを有する符号長 n

の線形符号Cに対して、誤り見逃し確率は以下で与えられる。

Pu = A(p, 1− p)− (1− p)n (14.7)

= (1− p)n
(
A
( p

1− p

)
− 1
)

(14.8)

□
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証明.

Pu = Pr(Y ∈ C, Y 6= X)

=
∑

x,y∈Fn

Pr(X = x, Y = y)1[y ∈ C, x 6= y]

=
∑

x,y∈Fn

Pr(Y = y|X = x) Pr(X = x)1[y ∈ C, x 6= y]

ここで、誤りベクトル Z := Y −X とすると、以下を得る。

=
∑

x,y∈Fn

Pr(Z = y − x) Pr(X = x)1[y ∈ C, y − x 6= 0]

=
∑

z,x∈Fn

Pr(Z = z) Pr(X = x)1[x+ z ∈ C, z 6= 0]
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この式に貢献する x、言い換えると P (X = x) 6= 0となる x

は x ∈ C であるから次の等号を得る。
(a)
=

∑
z,x∈Fn

Pr(Z = z) Pr(X = x)1[z ∈ C, z 6= 0]

=
∑
z∈Fn

∑
x∈C

Pr(Z = z) Pr(X = x)1[z ∈ C, z 6= 0]

(b)
=

∑
1≤w≤n

∑
z∈Fn:wH(z)=w

∑
x∈C

Pr(Z = z) Pr(X = x)1[z ∈ C]

(c)
=

∑
1≤w≤n

∑
x∈C

Awp
w(1− p)n−w Pr(X = x)

(d)
=

∑
1≤w≤n

Awp
w(1− p)n−w

(A0=1)
=

∑
0≤w≤n

Awp
w(1− p)n−w − (1− p)n

= A(1− p, p)− (1− p)n

となり、(14.7)を得る。(a)ではCの線形性を使った。(b)では
zの総和を重みがwであるものに分割した。(c)ではwH(z) > 0

である zに対して∑z∈Fn:wH(z)=w 1[z ∈ C] = Aw であること
と、(d)では、∑x∈C Pr(X = x) = 1であることを使った。
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Pr(Z = z) = pw(1− p)n−wであることを使った。さらに、

Pu =
∑

1≤w≤n

Awp
w(1− p)n−w

= (1− p)n
n∑

w=1

Aw

( p

1− p

)w
(A0=1)
= (1− p)n

( n∑
w=0

Aw

( p

1− p

)w
− 1
)

より、(14.8)を得る。 □

15 重み分布に関する双対定理
最後に，主符号 C と双対符号 C⊥ の重み分布の対応を与え

るMacWilliams の恒等式を導く．アダマール変換を用いて
B(X,Y ) = |C|−1A(X + Y,X − Y ) を示し，重み分布が双対
性で強く拘束されることを明らかにする．拡張版の恒等式は，
位置依存の多項式へ一般化し，復号アルゴリズムの解析にも
応用できる．

補題 15.1 (アダマール変換). 写像 f : Fn
2 → Gから、写像

f̂ : Fn
2 → Gへの変換を以下により定義する。f̂ を f のアダ

マール変換という。ここで、Gは加群（加減算が代数系）で
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ある。

f̂(u)
def
=
∑
v∈Fn

2

(−1)⟨u,v⟩f(v) for u ∈ Fn
2 (15.2)

〈u, v〉 = u1v1 + · · ·unvn ∈ F2

このとき、[n, k]線形符号 C に対して以下が成り立つ。∑
u∈C

f̂(u) = |C|
∑
v∈C⊥

f(v) (15.3)

証明.∑
u∈C

f̂(u)
(15.2)
=

∑
u∈C

∑
v∈Fn

2

(−1)⟨u,v⟩f(v)

=
∑
v∈Fn

2

f(v)
∑
u∈C

(−1)⟨u,v⟩

(a)
=
∑
v∈C⊥

f(v)
∑
u∈C

(−1)⟨u,v⟩ +
∑
v/∈C⊥

f(v)
∑
u∈C

(−1)⟨u,v⟩

(b)
=
∑
v∈C⊥

f(v)|C|+ 0

(a)では Fn
2 = C⊥ + (C⊥)c を利用した。ただし、(C⊥)c :=

Fn
2−C⊥である。(b)の第１項は、v ∈ C⊥に対して、〈u, v〉 = 0
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であることによる。第２項が 0になることを説明する。∑
u∈C

(−1)⟨u,v⟩ =
∑

u∈C:⟨u,v⟩=0

(−1)⟨u,v⟩ +
∑

u∈C:⟨u,v⟩=1

(−1)⟨u,v⟩

=
∑

u∈C:⟨u,v⟩=0

1 +
∑

u∈C:⟨u,v⟩=1

(−1)

=
#C

2
− #C

2
= 0

となること (最後の等式)を主張する。まず、〈u, v〉 = 0となる
u ∈ C となる u ∈ C の数∑u∈C:⟨u,v⟩=0 1を数えよう。v /∈ C⊥

に対して、vはCのパリティ検査行列の行ベクトルの線形結合
で表すことはできない。できたと仮定すると、パリティ検査行
列の行ベクトルは C⊥ に含まれるのでそれらの線形結合 vは
v ∈ C⊥となってしまうからである。したがって、rank

(
H
v

)
=

rank(H) + 1となる。よって、u ∈ C となるための制約条件
(Hの各行と uの内積が 0となる)に 〈u, v〉 = 0を加えると、C

の次元が一つ下がって、

#{u ∈ C | 〈u, v〉 = 0} = 2dimC−1 =
#C

2

となる。〈u, v〉 = 1となる u ∈ C の数は残りの数 #C
2 だけあ

る。こうして、∑
u∈C

(−1)⟨u,v⟩ = #C

2
− #C

2
= 0

となることが分かる。 □
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定理 15.4 (重み分布に関する双対定理、MacWilliamsの恒等
式). MacWilliamsの恒等式は、[n, k]主符号Cと [n, n−k]双対
符号C⊥の重み分布の関係を与える。Cの重み分布をA(X,Y )、
C⊥の重み分布をB(X,Y )と書く。このとき、以下が成り立つ。

B(X,Y ) =
1

|C|
A(X + Y,X − Y ) (15.5)

例：(14.4)と (14.3)の例に対して、(15.5)が確かに成り立つこ
とが確かめられる。

B(X,Y ) = X3 + 3XY 2

=
1

2
下の式を展開すれば確認できる

=
1

2

(
(X + Y )3 + (X − Y )3

)
=

1

|C|
A(X + Y,X − Y )

□

証明. 15.1 における G を整数係数の２変数多項式の集合
Z[X,Y ]とし、

f(u) := Xn−w(u)Y w(u) (15.6)

とする。このとき、(15.3)の左辺は以下より、B(X,Y )となる。∑
u∈C⊥

f(u) =
∑
u∈C⊥

Xn−w(u)Y w(u) = B(X,Y )
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15.1の (15.3)より次が成り立つ。∑
u∈C⊥

f(u) =
1

|C|
∑
u∈C

f̂(u)

f̂(u)
def
=
∑
v∈Fn

2

(−1)⟨u,v⟩f(v) for u ∈ Fn
2

この右辺に登場する f̂(u)は、(15.6)に対して、次のようにシ
ンプルな多項式で表せる。
f̂(u) =

∑
v∈Fn

2

(−1)⟨u,v⟩Xn−w(v)Y w(v)

=
∑
v∈Fn

2

(−1)u1v1+···+unvnX(1−v1)+···+(1−vn)Y v1+···+vn

(a)
=

n∏
i=1

(X + (−1)uiY )

=

n∏
i=1

X + Y, ui = 0

X − Y, ui = 1

= (X + Y )n−w(u)(X − Y )w(u)

(a)は、右辺を n = 2, 3, . . .の場合に展開すると正しいことが
分かる。(15.3)の右辺は以下を満たすことが分かる。∑

u∈C
f̂(u) =

∑
u∈C

(X + Y )n−w(u)(X − Y )w(u)

= A(X + Y,X − Y )

94



こうして、証明が完成する。 □

次の定理は、Hartman-Rudolph復号アルゴリズムの導出の
ためにここに記したが、授業では扱わない。将来、演習で扱
うかもしれません。
定理 15.7 (拡張MacWilliams恒等式).

X := (X1, . . . , Xn)

Y := (Y1, . . . , Yn)

PC(X;Y ) :=
∑
c∈C

∏
j∈[n]

X
1−cj
j Y

cj
j

PC⊥(X;Y ) :=
∑
c∈C⊥

∏
j∈[n]

X
1−cj
j Y

cj
j

とする。次が成り立つ。

PC(X;Y ) =
1

|C|
PC⊥(X + Y ;X − Y )

X := 1, Y := X とすることで、次を得る。

PC(X) :=
∑
c∈C

∏
j∈[n]

X
cj
j

PC(X) =
1

|C|
PC⊥

( n∏
j=1

1 +Xj

1−Xj

) n∏
j=1

(1−Xj)

□
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証明. 15.1 における G を整数係数の２変数多項式の集合
Z[X,Y ]とし、

f(u) =
n∏

j=1

X
1−uj

j Y uj

とする。このとき、次が成り立つ。∑
u∈C⊥

f(u) = PC⊥(X;Y ) (15.8)

f̂(u) =
∑
v∈Fn

2

(−1)⟨u,v⟩
n∏

j=1

X1−vjY vj

=
∑
v∈Fn

2

(−1)u1v1+···+unvnX1−v1
1 · · ·X1−vn

n Y v1
1 · · ·Y

vn
n

(a)
=

n∏
j=1

(Xj + (−1)uiYj)

=

n∏
j=1

(Xj + Yj)
1−uj (Xj − Yj)

uj

(a)では、因数分解をした。例として、n = 2のとき、(a)は
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次となる。

(X1 + (−1)u1Y1)(X2 + (−1)u2Y2)

= X1X2 + (−1)u2X1Y2 + (−1)u1Y1X2 + (−1)u1+u2Y1Y2

= (−1)u1v1+u2v2X
(1−v1)
1 X

(1−v2)
2 Y v1

1 Y v2
2

∣∣∣
(v1,v2)=(0,0)

+ (−1)u1v1+u2v2X
(1−v1)
1 X

(1−v2)
2 Y v1

1 Y v2
2

∣∣∣
(v1,v2)=(0,1)

+ (−1)u1v1+u2v2X
(1−v1)
1 X

(1−v2)
2 Y v1

1 Y v2
2

∣∣∣
(v1,v2)=(1,0)

+ (−1)u1v1+u2v2X
(1−v1)
1 X

(1−v2)
2 Y v1

1 Y v2
2

∣∣∣
(v1,v2)=(1,1)

これより、次が成り立つ。∑
u∈C

f̂(u) = PC(X + Y,X − Y ) (15.9)

(15.8)と (15.9)を (15.3)に代入して、証明が完成する。 □
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16 群 @06

本節では，代数系の概念を出発点として，その中で最も基
本的な構造である群（group）を定義する．群は「演算に対
して閉じ，結合則を満たし，単位元と逆元をもつ集合」であ
り，環や体などより複雑な構造を理解するうえでの基礎とな
る．まず，代数系や半群の定義から始め，群および可換群の性
質を整理する．その後，整数や行列など具体的な例を通して
群の直感をつかみ，単位元・逆元の一意性，および逆元の演算
規則を学ぶ．
定義 16.1 (代数系). 整数の集合 Zに関して、a, b ∈ Zに対し
て a+ bと言う演算+が定義されている。このように、一般に
集合Aとその集合上で定義された演算 ◦ に対して、以下が成
り立つ組 (A, ◦)を代数系という。

(閉性) ∀a1, a2 ∈ Aに対して、

a1 ◦ a2 ∈ A

例：(R, {+,−})は代数系である。
例：(N, {+,−})は減算に関して閉じてないので、代数系では
ない。 □
定義 16.2 (半群、群、可換群). 整数集合ZとZ上で定義され
た演算+からなる代数系 (A := Z, ◦ := +)は、以下の性質を
満たす。
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(結合性) 演算結果が実行する順序によらない。正確に述べる
と ∀a1, a2, a3 ∈ Aに対して以下が成り立つ。

a1 ◦ (a2 ◦ a3) = (a1 ◦ a2) ◦ a3

(単位元の存在) e ∈ Aが存在して、

e ◦ a = a ◦ e = a

(逆元の存在) 任意の a ∈ Aに対して、a′ ∈ Aが存在して、

a′ ◦ a = a ◦ a′ = e

(可換性) 任意の a1, a2 ∈ Aに対して

a1 ◦ a2 = a2 ◦ a1

逆に、与えられた代数系 (A, ◦)に対して、次の名前を与える。

1. 単位元の存在・逆元の存在・結合性が成り立つ代数系 (A, ◦)
を、群という。

2. 可換性が成り立つ群 (A, ◦)を可換群という。

3. 結合性が成り立つ代数系 (A, ◦)を、半群という。

4. 結合性と単位元の存在が成り立つ代数系 (A, ◦)を、モノ
イドという。
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□
例 16.3. 群に関する例と反例を挙げる。

1. 整数、有理数、実数、複素数の集合を、それぞれGと書
く。(G,+)は可換群を成す。単位元は 0 ∈ Gであり、
a ∈ Gの逆元は −a ∈ Gである。

2. 0 を除いた有理数、実数、複素数の集合を、それぞれG

と書く。(G,×)は可換群を成す．単位元は 1 ∈ Gであ
り、a ∈ Gの逆元は 1/a ∈ Gである。

3. 0 を除いた整数の集合 (G := Z \ {0},×)は、乗法に関
して群とならない。実際、 1 ∈ Gが単位元となるが、
2 ∈ Gの逆元、言い換えると

2× a = a× 2 = 1となる a ∈ G

が存在しない。
4. 整数 n > 0に対して、nの倍数からなるを集合 nZと書
く。(nZ,+)は可換群となる。

5. 整数 n > 0に対して、
Zn := Z/nZ := {0, 1, . . . , n− 1}

と書く。なぜこのように書くかは、後で分かる。a, b ∈ Zn

に対して、

a+ b
def
= a+ b mod n
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と定義する。ただし、左辺の +は Znにおける加算を、
右辺の+はZにおける加算を表し、a+ b mod nは a+ b

を nで割った余りを表している。(Zn,+)は可換群とな
る。群 Zと群 nZから新たな群 Z/nZを構成したとみな
せる。このような群を商群というのだが、今回の講義で
は商群の作り方を学ぶ。
n = 3とすると、

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

6. サイズ nの複素正則行列の集合は、乗法に関して群をな
す。これを、複素一般線形群といいGLnと書く。単位元
はサイズ nの単位行列 Inであり、行列A ∈ GLnの逆元
は逆行列 A−1 である。正則行列は言い換えると逆元が
存在する行列なので、群となることは当然である。

7. サイズ nの複素正方行列の集合をMnと書く。Mnは乗
法に関して群をなさない。以下でこれを説明する。単
位元はサイズ nの単位行列 In である。 非正則 な行列
A ∈Mnに対して、逆元つまり

AA′ = A′A = In

となる逆行列A′ ∈Mnは存在しない。
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8. 複素一般線形群 GLnの元のうち、行列式が 1である行
列の集合は、乗法に関して群をなす。これを、複素特殊
線形群と言い、SLn と書く。以下では、閉性 A1, A2 ∈
SLn ⇒ A1A2 ∈ SLn を示す。detA1 = detA1 = 1で
ある。

detA1A2 = detA1 detA1 = 1

となるので、A1A2 ∈ SLnが示せた。

9. サイズ nのユニタリ行列の集合は、乗法に関して群をな
す。これを、ユニタリ群といい Unと書く。

10. 代数系 (Z,−)では、結合律の成り立たない。実際、

(5− 3)− 2 6= 5− (3− 2)

となる。

□
定義 16.4 (演算子に関する慣習). 群 (G, ◦)に関して、以下の
慣習が広く使われている。

• 演算が加算+である加法群 (G,+)に対して、

1. Gは可換であることが慣習として想定される。可
換な加法群をGを加群と言う。

2. 単位元を 0と書く。
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3. aの逆元を−aと書く。
4. b+ (−a)を b− aと書く。

• 演算が乗算×である乗法群 (G,×)に対して、

1. 単位元を 1と書く。

2. 自然数 n > 0に対して、
n times︷ ︸︸ ︷

a× · · · × aを anと書く。
3. a0を 1と定める。
4. aの逆元を a−1と書く。

5. 自然数 n > 0に対して、
n times︷ ︸︸ ︷

a−1 × · · · × a−1を a−nと
書く。

6. b× (a−1)を b/aと書く。
7. ×は省略されることがある。

本講義では、群Gの演算子がなんであるかに興味が無い場合
には、(G, ◦)を用いるか、表記を簡潔にするためにGを乗法
群として扱う。 □
定義 16.5 (位数). 群Gの要素数をGの位数といい、ord(G)

と書く。群Gの元 g ∈ Gに対して、

g1, g2, . . . ,

と並べたときに初めて単位元 1になる gk = 1に対して、kを
元 g ∈ Gの位数といい、ord(g)と書く。 □
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命題 16.6 (単位元は一意である). 群 (G,×)に関して、単位元
は唯一である。 □

証明. e, e′ を単位元とする。e, e′ が単位元であることから、
(16.2)(単位元の存在)より、

ee′ = e′,

ee′ = e

を得る。よって、結局 e′ = eである。 □

命題 16.7 (逆元は一意である). 群 (G,×)に関して、a ∈ Gの
逆元は一意に存在する。 □

証明. a′, a′′を aの逆元とする。(16.2)(逆元の存在)より
a′a = e

を得る。両辺 LHS,RHSに右から a′′をかけるとそれぞれ
(LHS)× a′′ = (a′a)a′′ = a′(aa′′) = a′e = a′

(RHS)× a′′ = ea′′ = a′′

となり、結局 a′ = a′′である。 □

命題 16.8 (逆元の逆元は元に戻る). 群 (G,×)の元 a ∈ G に
対して、以下が成り立つ。

(a−1)−1 = a

□
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証明. (a−1)−1 =: a′と書く。a′はa−1の逆元なので、(16.2)(単
位元の存在)より、

a′a−1 = 1

となる。この両辺 LHS,RHSに、右から aを乗ずると
(LHS)a = (a′a−1)a = a′(a−1a) = a′1 = a′

(RHS)a = 1a = a

となり、a′ = aを得る。
□

例 16.9. 可換とは限らない加法群 (G,+)に対して、以下が成
り立つ。

−(−a) = a

□
命題 16.10. 群 (G,×)の要素 x, y ∈ Gについて，

(xy)−1 = y−1x−1

が成り立つ。 □

証明. 単位元を eと書く。 xy の逆元が y−1x−1 であること、
つまり

(xy)(y−1x−1) = e (16.11)

(y−1x−1)(xy) = e (16.12)
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を示せば良い。

(xy)(y−1x−1)
(i)
= x

(
y(y−1x−1)

)
(ii)
= x

(
(yy−1)x−1)

)
(iii)
= x

(
ex−1

)
(iv)
= x

(
x−1

)
(v)
= e

となる．第１，２等号には結合律を，第３、５等号には逆元の
性質を，第４等号には単位元の性質を使った．こうして (16.11)

は示された。(16.12)も同様に示せる。 □

例 16.13. 可換とは限らない加法群 (G,+)に対して、以下が
成り立つ。x, y ∈ Gに対して x + yの逆元は (−y) + (−x)で
ある。正確に書くと、

−(x+ y) = (−y) + (−x)

である。実際、
(x+ y) + (−y) + (−x) = x+ (y + (−y)) + (−x)

= x+ 0 + (−x)
= x+ (−x)
= 0

により確かめられる。 □
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x | I -I iI -iI X -X iX -iX Y -Y iY -iY Z -Z iZ -iZ

-----+---------------------------------------------------------------------------

I | I -I iI -iI X -X iX -iX Y -Y iY -iY Z -Z iZ -iZ

-I | -I I -iI iI -X X -iX iX -Y Y -iY iY -Z Z -iZ iZ

iI | iI -iI -I I iX -iX X -X iY -iY Y -Y iZ -iZ Z -Z

-iI | -iI iI I -I -iX iX -X X -iY iY -Y Y -iZ iZ -Z Z

X | X -X iX -iX I -I iI -iI iZ -iZ -Z Z -iY iY Y -Y

-X | -X X -iX iX -I I -iI iI -iZ iZ Z -Z iY -iY -Y Y

iX | iX -iX -X X -iI iI I -I Z -Z -iZ iZ Y -Y -iY iY

-iX | -iX iX X -X iI -iI -I I -Z Z iZ -iZ -Y Y iY -iY

Y | Y -Y iY -iY -iZ iZ Z -Z I -I iI -iI iX -iX -X X

-Y | -Y Y -iY iY iZ -iZ -Z Z -I I -iI iI -iX iX X -X

iY | iY -iY -Y Y -Z Z iZ -iZ iI -iI -I I X -X -iX iX

-iY | -iY iY Y -Y Z -Z -iZ iZ -iI iI I -I -X X iX -iX

Z | Z -Z iZ -iZ iY -iY -Y Y -iX iX X -X I -I iI -iI

-Z | -Z Z -iZ iZ -iY iY Y -Y iX -iX -X X -I I -iI iI

iZ | iZ -iZ -Z Z Y -Y -iY iY X -X -iX iX iI -iI -I I

-iZ | -iZ iZ Z -Z -Y Y iY -iY -X X iX -iX -iI iI I -I

図 16.15: パウリ群 P1 の演算表

例 16.14. パウリ群 P1 は、次の行列の集合と自然な行列の積
によって定義されます。

P1 = {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY,±Z,±iZ}

ここで

X =

[
0 1

1 0

]
, Y =

[
0 −i
i 0

]
, Z =

[
1 0

0 −1

]
.

この群は非可換で、位数 (サイズ)は 16 です。演算表は 16.15

になります。 □

107



17 部分群、剰余類群、正規部分群
本節では，群の内部構造をさらに詳しく調べる．まず，群

の中に含まれる小さな群である部分群（subgroup）を定義
し，その性質を確認する．次に，部分群による同値関係を導入
し，群の元をその関係で分類することで剰余類（coset）と商
集合を構成する．さらに，群の演算と両立する特別な部分群で
ある正規部分群（normal subgroup）を定義し，それを法と
して新たな群を作る商群（quotient group）の概念を導く．
定義 17.1 (部分群). 群 (G,×)の部分集合H ⊂ Gに対して、
(H,×)が群であるとき、H はGの部分群であると言う。 □
例 17.2. 整数m > 0に対して、mZはmの倍数の集合とする。

mZ := {mx | x ∈ Z}
¯

(mZ,+)は (Z,+)の部分群である。 □
定義 17.3. 群Gとその部分集合 S ⊂ Gに対して、

Sg := {sg | s ∈ S} for g ∈ G

gS := {gs | s ∈ S} for g ∈ G

と書く。群の演算が加算で定義されている場合にはS+g, g+S

を同様に定義する。

S + g := {s+ g | s ∈ S}
g + S := {g + s | s ∈ S}
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□
定義 17.4 (正規部分群、 normal subgroup). 群Gとその部分
群N ⊂ Gに対して、

∀g ∈ G, gN = Ng (17.5)

が成り立つとき、N は正規であるといい、N ◁ Gと書く。 □
命題 17.6. 可換群Gの任意の部分群N は正規である。 □

証明. 以下のように示すことができる。

Ng = {ng | n ∈ N} = {gn | n ∈ N} = gN

□

例 17.7. 整数m > 0に対して、mZはZの正規部分群である。
□

証明. 17.6より明らかだが、定義通りに確かめると、任意の
i ∈ Zに対して、

i+mZ = {i+mx | x ∈ Z}
= {mx+ i | x ∈ Z}
= mZ+ i

となることから分かる。mZが (17.5)のN に相当することに
注意しよう。 □
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命題 17.8 (正規部分群に関する同値な定義). 次は同値である。

1. N ◁ Gである。つまり、∀g ∈ Gに対して gN = Ng

2. ∀g ∈ Gに対して、gNg−1 = N

3. ∀n ∈ N, ∀g ∈ Gに対して、

gng−1 ∈ N (17.9)

17

□

証明. 演習問題として出す。 □

例 17.10. N := {±I,±iI}はパウリ群 P1の正規部分群です。
□

証明. まず、N は明らかに群です：Iが単位元。(±iI)−1 = ∓iI
が含まれる。積も閉じており、例えば (iI)(iI) = −I 。した
がって部分群です。
(17.9)を使うことにします。次に、任意の g ∈ Pn に対して

g(±I)g−1 ∈ N, g(±iI)g−1 ∈ N

17部分群H ⊂ Gと g ∈ Gに対して、gHg−1 は、Gの部分群になり、H
の共役部分群であるという。g, g′ ∈ Gは、g′ = gxg−1 for some x ∈ Gで
あるとき、共役であるという。共役関係は同値関係である。この同値関係
による Gの分類を共役類という。
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が成り立つことを確認します。実際、

g(ωI)g−1 = ω
(
gIg−1

)
= ωI

for ω ∈ {±1,±i}です。なぜなら I は恒等行列だから gIg−1 =

I 。したがって、 g(ωI)g−1 = ωI は変わらず同じ集合内N に
とどまります。 □

定義 17.11 (部分群を法とする左合同関係、左剰余類 (left

coset)). 群 (G,×)とその部分群H ⊂ Gに対して、ある h ∈ H

が存在して

g1h = g2

言い換えると、

g−1
1 g2 ∈ H or g−1

2 g1 ∈ H

となるとき g1, g2 ∈ G はH を法として左合同であるといい、

g1 ≡ g2 (modH)

と書く。この関係 g1 ∼ g2は同値関係である。gを代表元とす
る同値類 [g] := {g′ ∈ G | g ∼ g′}を左剰余類という。これに
対して、

[g] = gH (17.12)
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が成り立つ。この同値関係による商集合を

G/H := G/ ∼= {[g] | g ∈ G} = {gH | g ∈ G}

と書く。
演算が可換とは限らない加算で定義されている群 (G,+)の

場合には、g1 ∼ g2 を ∃h ∈ H, g1 + h = g2 いいかえると
−g1 + g2 ∈ H または−g2 + g1 ∈ H によって定義し、左剰余
類は [g] = g+Hとなる。この場合も、商集合はG/Hと書く。
左を右に置き換えたもので、右剰余類を定義する。H が正

規部分群であれば、gH = Hgとなり左右剰余類の区別は無く
なる。 □

証明. 群 (G,×)上の左合同関係∼が同値関係であることを示
す。 g × 1 = g なので、g ∼ g となるので、反射律が成り立
つ。 g1h = g2ならば両辺に右から h−1をかけて g2h

−1 = g1

となるので、対称律も成り立つ。g1h = g2, g2h
′ = g3 ならば

g1hh
′ = g3なので、推移律も成り立つ。

(17.12)は、以下より明らか。

[g] = {g′ | g ∼ g′}
= {g′ | ∃h ∈ H, gh = g′}
= {gh | h ∈ H}
= gH

□
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例 17.13. 整数の加算に関する群 (Z,+)の部分群 (mZ,+)に
対して、商集合 Z/mZは以下を満たす。

1. i, j ∈ Zに対して、i ∼ j ⇔ −i+ j ∈ mZである。

2. i ∈ Zに対して、[i] = i+mZである。

3. [i] ∈ Z/mZに対して、以下が成り立つ。

[i] := {j ∈ Z | i ∼ j}
= {j ∈ Z | −i+ j ∈ mZ}
= {j ∈ Z | i ≡ j mod mZ}

4. [i] ∈ Z/mZは、mシフトに対して不変である。正確に
述べると以下が成り立つ。

[i] = [m+ i]

5. Z/mZ = {[0], [1], . . . , [m− 1]}と書ける。

□

補題 17.14. モノイド（単位元 1 ∈ Sを有し結合性を満たす代
数系18上の同値関係∼によって定義される同値類 [x] := {x′ ∈
S | x ∼ x′}が以下を満たすとする。

18群 (S,×)にしか適用しないから群から始めても良かったんだけど、剰
余類の well-definednessとその成立を分離するためにこうしました。
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1. 演算が well-defined であること：∀x, x′, y, y′ ∈ S に対
して、　

[x] = [x′], [y] = [y′]⇒ [x× y] = [x′ × y′] (17.15)

2. 逆元が存在すること：∀x ∈ Sに対して、∃x′ ∈ Sが存在
して、

[x× x′] = [1] (17.16)

となる。
このとき、x, y ∈ Sに対して

[x]× [y]
def
= [x× y]

と定義することにより、商集合 (S/ ∼,×)は群となる。
証明. 演算の結果が代表元の取り方によらないことは、(17.15)
によって保証される。結合則
∀[x], [y], [z] ∈ S/ ∼,

(
[x]× [y]

)
× [z] = [x]×

(
[y]× [z]

)
が満たされることは、Sの結合則に帰着させて

([x][y])[z] = [xy][z]

= [(xy)z]

= [x(yz)]

= [x][yz]

= [x]([y][z]) (17.17)
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と示される。[1] ∈ S/ ∼が単位元となることも同様に示せる。

[1][x] = [1x] = [x]

[x][1] = [x1] = [x]

(17.16)によって

[x][x′] = [xx′] = [1]

となる [x′] ∈ S/ ∼が存在する。これは、[x] ∈ S/ ∼の逆元
[x′] ∈ S/ ∼が存在することを意味する。こうして、商集合
(S/ ∼,×)は群となることが分かった。 □

定義 17.18 (剰余類群、商群). 群Gの部分群N が正規部分群
であるとする。(G/N,×)は以下で定義される演算により群と
なる。(G/N,×)は N を法とする商群または剰余類群または
単に剰余群と呼ばれる。

[g1]× [g2]
def
= [g1 × g2] for [g1], [g2] ∈ G/N

書き換えると、

(g1N)× (g2N)
def
= (g1 × g2)N for g1N, g2N ∈ G/N

である。 □

証明. 17.14を使用する。S := Gとし、さらにN を法とする
合同関係を同値関係∼とする。(17.15)と (17.16)が成り立つ
ことを示す。

115



(17.16)は x′ = x−1と選べば明らかである。(17.15)が満た
されること、つまり ∀x, x′, y, y′ ∈ Gに対して、　

[x] = [x′], [y] = [y′]⇒ [xy] = [x′y′]

を示せば十分である。[x] = [x′], [y] = [y′]言い換えると

x−1x′ ∈ N, y−1y′ ∈ N

より、[xy] = [x′y′]を示す。x−1x′ ∈ N と y ∈ GとN の正規
性 (17.9)から

y−1(x−1x′)y ∈ N

となる。これと、次より [xy] = [x′y′]となることが分かる。

(xy)−1(x′y′)
(16.13)
= (y−1x−1)(x′y′)

= y−1(x−1(x′y′))

= y−1(x−1x′)y′

= y−1(x−1x′)ey′

= y−1(x−1x′)yy−1y′

= y−1(x−1x′)y︸ ︷︷ ︸
∈N

y−1y′︸ ︷︷ ︸
∈N

∈ N

□

例 17.19. 可換群 (Z,+) の部分群 (mZ,+) に対して、商群
(Z/mZ,+)は以下を満たす。
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1. Z/mZ = {[0], [1], . . . , [m− 1]}と書ける。

2. (Z/mZ,+)は以下で定義される演算+によって、群とな
る。

[i] + [j]
def
= [i+ j] for [i], [j] ∈ Z/mZ

3. i, j ∈ Zに対して、

[i] + [j] = [ i+ j mod m ]

と書ける。

4. 単位元は、[0]である。

5. [i] ∈ Z/mZの逆元−[i]について、以下が成り立つ。

−[i] = [m− i]

実際、 [i] + [m− i] = [i+m− i] = [m] = [0]となる。

6. m = 3のとき、

+ [0] [1] [2]

[0] [0] [1] [2]

[1] [1] [2] [0]

[2] [2] [0] [1]

□
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定義 17.20 (中心、 center). 群Gに対して、Z(G) = {z ∈ G |
zg = gz (∀g ∈ G)}をGの中心であるという。 □
命題 17.21. Z(G)は可換群である。 □
例 17.22. 非可換群 P1（1量子ビットのパウリ群）を考える。
P1は以下を満たす。

1. 元の集合は

P1 = {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY,±Z,±iZ}

であり、位数は 16 である。

2. 群演算は、行列の通常の行列積で定義される。

3. 各元は以下の行列で与えられる。

I =

[
1 0

0 1

]
, X =

[
0 1

1 0

]
, Y =

[
0 −i
i 0

]
, Z =

[
1 0

0 −1

]
.

4. 単位元は I である。

5. 各元の逆元は、エルミート共役で与えられる。たとえば
X−1 = X, Y −1 = Y , Z−1 = Z, (iI)−1 = −iI。

6. 正規部分群（中心部分群）は次で与えられる。

Z(P1) = {±I,±iI}.
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7. 商群
P1/Z(P1)

の各剰余類は次のように表される。
[I] = {±I,±iI},
[X] = {±X,±iX},
[Y ] = {±Y,±iY },
[Z] = {±Z,±iZ}.

P1/Z(P1) = {[I], [X], [Y ], [Z]}

であり、符号や位相を無視したパウリ作用素群である。
これは可換群であり、

P1/Z(P1) ∼= Z2 × Z2

が成り立つ。
8. 例えば、位相を無視したパウリ作用素の積は次の表で与
えられる。

× [I] [X] [Y ] [Z]

[I] [I] [X] [Y ] [Z]

[X] [X] [I] [Z] [Y ]

[Y ] [Y ] [Z] [I] [X]

[Z] [Z] [Y ] [X] [I]

□
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18 環 @07

前章で学んだ群や加群の概念を拡張し，加算と乗算という
二つの演算を同時に扱う代数的構造を考える．このような構
造は「環」と呼ばれ，整数や多項式など多くの数学的対象を
統一的に扱う枠組みを与える．
定義 18.1 (環、単位的可換環). 加算 +と乗算 ×が定義され
ている代数系 (R, {+,×})は、以下を満たすとき、環であると
言う。

1. 代数系 (R,+)は可換群、すなわち加群である。

2. 代数系 (R,×)は半群である。

3. 代数系 (R, {+,×})は、以下の分配律と呼ばれる性質を
満たす。任意の a1, a2, a3 ∈ Rに対して、以下を満たす。

a1(a2 + a3) = a1a2 + a1a3

(a1 + a2)a3 = a1a3 + a2a3

□
定義 18.2 (単位的環、単位的可換環). 乗法に関して可換であ
る環を、可換環という。乗法に関して単位元の存在を満たす
環を、単位的環という。 □
例 18.3. 環に関する例と反例を与える。
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1. 整数・有理数・複素数・実数の集合は、単位的可換環で
ある。

2. 自然数の集合は、環ではない。

3. サイズmの正方複素行列の集合Mmは単位的非可換環
である。

4. Xを変数とする実数係数一変数多項式の集合R[X]に対
して、代数系 (R[X], {+,×})は単位的可換環となる。加
法の単位元は零多項式 f(X) = 0、乗法の単位元は定数
多項式 f(X) = 1になる。

5. mを 2以上の整数としてZ/mZ = {[0], [1], . . . , [m−1]}
とし、(Z/mZ, {+,×})は単位的可換環となる。加法の
単位元は [0]、乗法の単位元は [1]である。

[i] + [j]
def
= [i+ j mod m]

[i]× [j]
def
= [i× j mod m]

m = 3のとき、

+ [0] [1] [2]

[0] [0] [1] [2]

[1] [1] [2] [0]

[2] [2] [0] [1]

× [0] [1] [2]

[0] [0] [0] [0]

[1] [0] [1] [2]

[2] [0] [2] [1]
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6. 二つの環 R, Sの直積 R × Sとする。(r1, s1), (r2, s2) ∈
R× Sについてそれら和と積を

(r1, s1) + (r2, s2)
def
= (r1 + r2, s1 + s2)

(r1, s1)× (r2, s2)
def
= (r1 × r2, s1 × s2)

で定義した代数系 (R × S, {+,×})は環になる。これを
R,Sの直積環と呼び、加法の単位元は (0R, 0S)、乗法の
単位元は (1R, 1S)になる。

□

19 体
環のうち，零でないすべての元が乗法に関して逆元をもつ

ものを「体」という．体は，分数計算が可能な環とみなすこと
ができ，線形代数や符号理論の基礎をなす重要な概念である．

定義 19.1 (体). 代数系 (F, {+,×})は以下を満たすとき、体
であるという。有限なサイズの体を有限体という。

1. (F,+)は可換群である：

2. (F \ {0},×)は可換群である。
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3. 分配則：任意の a, b, c ∈ Fに対して、以下が成り立つ。

a(b+ c) = ab+ ac,

(a+ b)c = ac+ bc

□
5.3で例をいくつか挙げました。

命題 19.2. 体 Fと x, y ∈ Fに対して、以下が成り立つ。

1. −(−x) = x

2. x× 0 = 0× x = 0

3. (−x) × y = x × (−y) = −(x × y)である。系として
(−1)× 1 = −1を得る。

4. (−x)× (−y) = x× yである。系として (−1)× (−1) = 1

を得る。

5. F 6= {0}ならば 0 6= 1である。

6. xy = 0ならば x = 0 or y = 0である。

□

証明. 演習問題や試験問題で出す。 □

123



20 体を係数とする多項式環
体を係数とする多項式の集合は，自然な加法と乗法を備え

た環をなす．このような環は「多項式環」と呼ばれ，有限体の
構成や符号理論の多くの議論の基盤となる．
定義 20.1 (多項式環). 体 Fの元を係数に持つ有限の次数を有
する多項式全体を F[X]と書く。正確には、体 Fに対して、以
下を定義する。

F[X] =
{ d∑

i=0

aiX
i | d ≥ 0, ai ∈ F

}
(F[X], {+,×})は自然な加算と乗算によって単位的可換環とな
り、F上の多項式環と呼ばれる。乗法単位元は f(X) = 1であ
り、加法単位元は f(X) = 0である。f(X) = 0は零多項式と
呼ばれる。
2つの多項式

f(X) =

d∑
i=0

fiX
i, g(X) =

e∑
i=0

giX
i

に対して、

d = e, fi = gi for (i = 0, 1, . . . , d)

のとき f と gは等しいといい、f(X) = g(X)と書く。 □
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定義 20.2 (モニック多項式). 多項式 f(X) =
∑d

i=0 fiX
i ∈

F[X]に対して、最大次数の係数 fdが 1 ∈ Fである多項式はモ
ニックであると言う。
1 +X +X2 ∈ F2[X]はモニック多項式で ある 。
1 +X + 2X2 ∈ F3[X]はモニック多項式で ない 。 □
命題 20.3 (多項式線形空間). 自然にスカラー倍と和を定義す
ることで、F[X]は F上の線形空間となる。モニック単項式の
集合

{1, X,X2, . . . }

は F[X]の基底となる。 □

議論 20.4. 以下のような次数が有限でないものは一般に多項
式ではない。これらは、形式的べき級数と呼ばれる。

∞∑
i=0

aiX
i

形式的べき級数は、一般に F[X]に含まれていないことに注意
しよう。

定義 20.5 (次数). 多項式 a(X) =
∑d

i=0 aiX
iに対して、dを

a(X)の次数といい、deg a(X) = dと書く。a(X) = 0に対し
て、deg a(X)

def
= −∞と定める。deg f(X) ≤ 0 であるとき、

f(X)は定数多項式であると言う。 □
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例 20.6. 多項式環 F2[X]の元に関する計算の例を挙げる。
(X +X2) + (1 +X +X3)

= 1 + (1 + 1)X +X2 +X3

= 1 +X2 +X3

(1 +X)2

= (1 +X)× (1 +X)

= 1 +X +X +X2

= 1 + (1 + 1)X +X2 = 1 +X2

(1 +X)3

= (1 +X)× (1 +X)× (1 +X)

= 1 + ( 1 + 1 + 1 )X + ( 1 + 1 + 1 )X2 +X3

= 1 +X +X2 +X3

□
定義 20.7 (ベクトル表現、F[X; d]). 次数 d未満の多項式

f(X) =
d−1∑
i=0

fiX
i ∈ F[X]

全体からなる集合を F[X; d]と書く。f(X)に対して、長さ d

の系列
(f0, f1, . . . , fd−1) ∈ Fdeg f
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を f(X)のベクトル表現という。これ以降、

f(X)と (f0, f1, . . . , fd−1)

を同一視して扱う。 □
例 20.8. F[X; d]が体になるように、+,×をうまく定義した
い。(F[X], {+,×})の拡張として (F[X; d],+)は加群になるが、
(F[X; d],×)は群にならない。例えば、F := F2, d = 3として、

(011) + (110) = (101) ∈ F[X; d]

となるが、

(011)× (110) = (0110) + (0011) = (0101) /∈ F[X; d]

となって、F[X; d]からはみ出してしまう。20.9のように演算
を定義すると、(F[X; d], {+,×})は体になる。このような体の
作り方を学んでいく。 □

21 イデアル
環の部分集合の中でも，加法や環の元との積に関して閉じ

ている集合は特別な性質をもつ．これらを「イデアル」と呼
び，環から商環を構成するための基本概念となる．
定義 21.1 (左イデアル). 整数 n > 0に対して、nZは nの倍
数となる整数の集合である。nの倍数どうしを足しても nの
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+ | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

------+-------------------------------------------------

[000] | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

[100] | [100] [000] [110] [010] [101] [001] [111] [011]

[010] | [010] [110] [000] [100] [011] [111] [001] [101]

[110] | [110] [010] [100] [000] [111] [011] [101] [001]

[001] | [001] [101] [011] [111] [000] [100] [010] [110]

[101] | [101] [001] [111] [011] [100] [000] [110] [010]

[011] | [011] [111] [001] [101] [010] [110] [000] [100]

[111] | [111] [011] [101] [001] [110] [010] [100] [000]

x | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

------+-------------------------------------------------

[000] | [000] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [000]

[100] | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

[010] | [000] [010] [001] [011] [110] [100] [111] [101]

[110] | [000] [110] [011] [101] [111] [001] [100] [010]

[001] | [000] [001] [110] [111] [011] [010] [101] [100]

[101] | [000] [101] [100] [001] [010] [111] [110] [011]

[011] | [000] [011] [111] [100] [101] [110] [010] [001]

[111] | [000] [111] [101] [010] [100] [011] [001] [110]

図 20.9: 既約多項式 1 +X +X3で生成された有限体 F23

倍数になるので、nZは加算に関して閉じている。nの倍数は
任意の整数倍しても nの倍数である。この構造を抽象化した
ものがイデアルである。
環 (R, {+,×}) の部分集合 I ⊂ R が、加法群としての部分

群であり、R のどの元を左からかけても、また I に含まるれ
とき、(I, {+,×}) を左イデアルという。正確に述べると、部
分集合 I で、
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1. (I,+)は加群である。

2. 積に関する閉性：RI ⊂ I である。正確に述べると、以
下が成り立つ。

rx ∈ I, for all r ∈ R, x ∈ I (21.2)

が成立するときに IをRの左イデアルと呼ぶ。同様に、(21.2)

のRIを IRに置き換える、または rxを xrに置き換えること
で右イデアルを定義する。 □
定義 21.3 (両側イデアル). 環 (R, {+,×})の左イデアルかつ
右イデアルであるものを、両側イデアルまたは単にイデアル
という。可換環Rの部分集合 I がRの左イデアルまたは右イ
デアルならば、IR = RI なので I は両側イデアルである。□
例 21.4. 両側イデアルの例を与える。

1. 21.1 の前半に書かれていることにより、単位的可換環
(Z, {+,×})に対して、(mZ, {+,×})は両側イデアルで
あることが分かる。

2. 単位的可換環である F係数多項式環 (F[X], {+,×})と、
非零多項式m(X) ∈ F[X]に対して、以下が成り立つ。
m(X)倍多項式集合を以下で定義する。

〈m(X)〉 := {f(X)m(X) | f(X) ∈ F[X]}

このとき、(〈m(X)〉, {+,×})は両側イデアルである。実
際、m(X)倍多項式どうしを足してもm(X)倍多項式で
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あるし、m(X)倍多項式に任意の多項式倍してもm(X)

倍多項式である。

3. 2つの可換環の間の準同型写像のカーネルは両側イデア
ルになる。（演習問題で扱います）

□

22 イデアルの生成系
イデアルは，しばしばいくつかの元の線形結合として生成

することができる．この節では，イデアルを生成する集合や
単項イデアルの概念を導入する．
定義 22.1 (イデアルの生成系、単項イデアル). 19環Rの部分
集合X ⊂ Rに対して、Rを係数とする有限個のX のR係数
の線形結合からなる集合

〈X〉 = {r1x1 + · · ·+ rnxn | n ∈ N, ri ∈ R, xi ∈ X}

は Rの左イデアルとなり X によって生成されたイデアルと
呼ばれ 〈X〉と書く。環Rの単一の元 aにより生成されたRの
イデアル {ra | r ∈ R}は、単項イデアルといい、〈a〉と書く。
□

19教員用メモ：左右イデアルは扱わないから，両側イデアルだけでいい
のでは？
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証明. 〈X〉が Rの左イデアルであることは、〈X〉の任意の元
(それぞれ n,m個のX のR係数の線形結合)

r1x1 + · · ·+ rnxn ∈ 〈X〉
r′1x

′
1 + · · ·+ r′nx

′
m ∈ 〈X〉

に対して、和

r1x1 + · · ·+ rnxn + r′1x
′
1 + · · ·+ r′nx

′
m

が 〈X〉に含まれている (n+m個のXのR係数の線形結合か
らなる集合)こと、r ∈ R倍が

r(r1x1 + · · ·+ rnxn) = rr1x1 + · · ·+ rrnxn ∈ 〈X〉

となることによって、確認できる。 □

例 22.2. 以下が成り立つ

1. 整数環Zの整数m(> 0) ∈ Zに対して、mZはmによっ
て生成される単項両側イデアルである。mZ = 〈m〉

2. 多項式環 F[X]の多項式m(X)( 6= 0) ∈ F[X]に対して、
〈m(X)〉はm(X)によって生成される単項両側イデアル
である。

□
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23 剰余類環
群の商構造と同様に，環においてもイデアルを法とする剰

余類を考えることができる．こうして得られる新たな環を「剰
余類環」または「商環」と呼ぶ．剰余類環は有限体や商体の
構成に不可欠な概念である．
群の正規部分群から商群を構成したように、環の両側イデ

アルから商環と呼ばれる新たな環を構成することができる。
定義 23.1 (イデアルを法として合同、商環、剰余類環 (residue

class ring modulo)). 環 (R, {+,×})の両側イデアル I に対し
て，以下を定義する。Iは加群 (R,+)の部分群である。(R,+)

は 18.1より可換群であったことを思い出そう。部分群 I は、
可換群であり、17.6より正規部分群であることが分かる。同
値関係「正規部分群 I を法として合同」による同値類R/I に
対して、17.18より (R/I,+)は可換群となることが分かる。
両側イデアル I によって定まる商集合 R/I = {[r] | r ∈ R}

に自然に拡張された加法と乗法

[r1] + [r2]
def
= [r1 + r2]

[r1]× [r2]
def
= [r1 × r2]

からなる代数系 (R/I, {+,×})は環をなす。この環を Iを法と
する商環または剰余類環または単に剰余環という。 □

証明. まず、演算が矛盾無く定義 (well-defined)されているこ
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とを示す。つまり、代表元の取り方に演算がよらないこと

∀r, r′, s, s′ ∈ R,

[r] = [r′], [s] = [s′] =⇒ [r + s] = [r′ + s′] (23.2)

[r] = [r′], [s] = [s′] =⇒ [rs] = [r′s′] (23.3)

を示す。(R,+)は可換群なので 17.6から IはRの正規部分群
となることがわかる。R, Iを 17.18におけるG,Nとみなすと、
(23.2)が成り立つことが分かる。
(23.3)を示す。[r] = [r′], [s] = [s′]すなわち −r + r′ = x ∈

I,−s + s′ = y ∈ I となる x, y ∈ I が存在するとして、[rs] =

[r′s′]を示す。I の左イデアル性から ry ∈ I、右イデアル性か
ら xs ∈ I、左または右イデアル性から xy ∈ Iが分かる。した
がって以下が成り立つ。

−(rs) + (r′s′) = −(rs) + (r + x)(s+ y)

= −(rs) + rs+ ry + xs+ xy

= ry + xs+ xy ∈ I

これは、[rs] = [r′s′]を意味している。
次に、(17.17) と同様に R の乗算の結合則に帰着させて、

(R/I,×) の結合則は確認できる。分配則も R の分配則に帰
着して以下のように示せる。

[a]([r] + [s]) = [a]([r + s]) = [a(r + s)]

= [ar + as] = [ar] + [as] = [a][r] + [a][s]
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□

例 23.4. 単位的可換環 (Z, {+,×})の両側イデアルmZに対し
て、商環 (Z/mZ, {+,×})は以下を満たす。

1. Z/mZ = {[0], [1], . . . , [m− 1]}と書ける。

2. (Z/mZ, {+,×})は以下で定義される演算によって、環
となる。

[i] + [j]
def
= [i+ j] for [i], [j] ∈ Z/mZ

[i]× [j]
def
= [i× j] for [i], [j] ∈ Z/mZ

3. i, j ∈ Zに対して、

[i] + [j] = (i+mZ) + (j +mZ) = [ i+ j mod m ]

[i]× [j] = (i+mZ)× (j +mZ) = [ i× j mod m ]

と書ける。

4. 加法単位元は [0]、乗法単位元は [1]である。

5. m = 3のとき、以下が成り立つ。
+ [0] [1] [2]

[0] [0] [1] [2]

[1] [1] [2] [0]

[2] [2] [0] [1]

× [0] [1] [2]

[0] [0] [0] [0]

[1] [0] [1] [2]

[2] [0] [2] [1]
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□
例 23.5. 単位的可換環 (F[X], {+,×})の両側イデアル 〈m(X)〉
に対して、商環 (F[X]/〈m(X)〉, {+,×})は以下を満たす。

1. f(X) ∈ F[X]に対して，以下が成り立つ。

[f(X)]

= {g(X) ∈ F[X] | −g(X) + f(X) ∈ 〈m(X)〉}
= {g(X) ∈ F[X] | g(X) ≡ f(X) mod 〈m(X)〉}
= [f(X) mod m(X)]

2. 商環 F[X]/〈m(X)〉は集合として次にようにかける。

F[X]/〈m(X)〉 =
{
[f(X)]

∣∣∣f(X) =

degm−1∑
i=0

fiX
i, fi ∈ F

}

3. (F[X]/〈m(X)〉, {+,×})は以下で定義される演算によっ
て、環となる。[a(X)], [b(X)] ∈ F[X]/〈m(X)〉に対して、

[a(X)] + [b(X)]
def
= [a(X) + b(X)]

[a(X)]× [b(X)]
def
= [a(X)× b(X)]

と定義する。
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4. a(X), b(X) ∈ F[X]に対して、
[a(X)] + [b(X)]

=
(
a(X) + b(X)

)
+ 〈m(X)〉

= [ a(X) + b(X) mod m(X) ]

[a(X)]× [b(X)]

=
(
a(X)× b(X)

)
+〈m(X)〉

= [ a(X)× b(X) mod m(X) ]

と書ける。

5. 加法単位元は [0]、乗法単位元は [1]である。

6. F = F2,m(X) = 1 +X +X2のとき、以下が成り立つ。
+ [0] [1] [X] [1 +X]

[0] [0] [1] [X] [1 +X]

[1] [1] [0] [1 +X] [X]

[X] [X] [1 +X] [0] [1]

[1 +X] [1 +X] [X] [1] [0]

× [0] [1] [X] [1 +X]

[0] [0] [0] [0] [0]

[1] [0] [1] [X] [1 +X]

[X] [0] [X] [1 +X] [1]

[1 +X] [0] [1 +X] [1] [X]
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[1 +X]× [1 +X] = [X]であることは以下から分かる。

(1 +X)(1 +X) = 1 +X +X +X2

= 1 + (1 + 1)X +X2 = 1 +X2

(1 +X2)/(1 +X +X2) =商 1、剰余X

[1 +X2] = [X]

ベクトル表現すると、以下の通りとなる。

+ [00] [10] [01] [11]

[00] [00] [10] [01] [11]

[10] [10] [00] [11] [01]

[01] [01] [11] [00] [10]

[11] [11] [01] [10] [00]

× [00] [10] [01] [11]

[00] [00] [00] [00] [00]

[10] [00] [10] [01] [11]

[01] [00] [01] [11] [10]

[11] [00] [11] [10] [01]

□
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24 多項式環に関する性質
多項式環においても整数環と同様の除法や既約性の概念が

成り立つ．この節では，多項式の除法アルゴリズムや既約多
項式の性質を確認し，有限体構成への準備を行う．
命題 24.1 (剰余定理). 任意の被除多項式 n(X) ∈ F[X]と非零
な除多項式 d(X) ∈ F[X]に対して、

n(X) = q(X)d(X) + r(X), (24.2)

deg r(X) < deg d(X)

となる q(X) ∈ F[X]と r(X) ∈ F[X]が一意に存在する。こ
のとき、q(X) ∈ F[X]を商 (quotient) 、r(X) ∈ F[X]を剰余
(remainder)といい、

n(X)/d(X) =商 q(X)剰余 r(X)

と書く。 □

証明. （存在性）実数係数多項式R[X]において、n(X), d(X)

から q(X), r(X)を求める筆算を思い出してみよう。

n(X) = X3 − 2X2 + 0X − 4

d(X) = X − 3
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とする。

X2 + 1X + 3

X − 3)X3 − 2X2 + 0X − 4

X3 − 3X2 + 0X − 4

+X2 + 0X − 4

+X2 − 3X − 4

+3X − 4

+3X − 9

+5

各ステップ i = 1, 2, . . . で単項式 q(i)(X)と d(X)の積を n(i)

から引いていると見なせるので、

n(0)(X) := n(X)

n(1)(X) := n(0)(X)− q(1)(X)d(X)

n(2)(X) := n(1)(X)− q(2)(X)d(X)

...

n(i)(X) = n(i−1)(X)− q(i)(X)d(X) (24.3)

と書ける。上の例だと、

q(1)(X) = X2, q(2)(X) = X, q(3)(X) = 3

n(1)(X) = X2 + 0X,n(2)(X) = 3X − 4, n(3) = 5
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となる。そして、ステップ kで、d(X)の次数を下回ったら、
すなわち

deg n(k+1)(X) < deg d(X)

となったら、

q(X) :=

k+1∑
i=1

q(i)(X),

r(X) := n(k+1)(X)

を出力する。次数が単調に減っていくので、多くても
deg n(X)− deg d(X)

ステップ以内にこの操作は終了する。この操作で得られた
(q(X), r(X)) が (24.2)を満たすことは、(24.3)を次のように
代入していくことにより確かめられる。

n(X)

= n(0)(X)

= q(1)(X)d(X) + n(1)(X)

= q(1)(X)d(X) + q(2)(X)d(X) + n(2)(X)

...

= q(1)(X)d(X) + · · ·+ q(k+1)(X)d(X) + n(k+1)(X)

=
(
q(1)(X) + · · ·+ q(k+1)(X)

)
d(X) + n(k+1)(X)

= q(X)d(X) + r(X)

140



（一意性）一致するとは限らない商と剰余の組を２つ
(q(X), r(X)), (q′(X), r′(X))を考える。つまり、

n(X) = q(X)d(X) + r(X), deg r(X) < deg d(X),

n(X) = q′(X)d(X) + r′(X), deg r′(X) < deg d(X)

である。この式より、

(q(X)− q′(X))d(X) = r(X)− r′(X) (24.4)

を得る。q(X) 6= q′(X)と仮定すると、左辺の次数が deg d(X)

以上になるが、右辺の次数は deg d(X)未満とならなければな
らないから矛盾するので、q(X) = q′(X)である。これと (24.4)

より r(X) = r′(X)も分かる。 □

整数環における素数に対応するものである、多項式環にお
ける既約多項式を定義する。
定義 24.5 (既約多項式、可約多項式). 非定数多項式 f(X) ∈
F[X]に対して、どんな非定数多項式 a(X), b(X)を用いても

f(X) = a(X)b(X)

と書けないとき、f(X) は既約であるという。定数多項式
f(X) ∈ F[X]に対して、f(X)は既約であるという。既約で
ない多項式 f(X) ∈ F[X]は可約であると言う。 □
例 24.6. 体Fによって f(X) ∈ F[X]が既約か可約かは変わる。

f(X) = X2 + 1
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は、

1. F = Rの場合、任意の x ∈ Rに対して、f(x) ≥ 1なの
で、 既 約である。

2. F = Cの場合、f(X) = (X +
√
−1)(X −

√
−1) なの

で、 可 約である。

3. F = F2の場合、f(X) = (X + 1)(X + 1) なので、 可
約である。

□
定義 24.7 (約数、約多項式). 非定数多項式 f(X) ∈ F[X]に対
して、多項式 a(X), b(X) ∈ F[X]を用いて

f(X) = a(X)b(X)

と書けるとき、f(X)はa(X)で割り切れるといい、またはa(X)

は f(X)の約数または約多項式であると言い、a(X)|f(X)と
書く。 □
定義 24.8 (最大公約多項式). a(X), b(X) ∈ F[X]に対して、
a(X), b(X)の約多項式の中で次数が最大のモニック多項式を、
a(X), b(X) の最大公約多項式と言い、gcd(a(X), b(X)) と書
く。a(X) 6= 0に対して gcd(a(X), 0) = a(X)をモニック化し
た多項式、gcd(0, 0) = 0と定義する。 □
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25 ユークリッドの互除法 @08

２つの整数 a, bの最大公約数を求めるアルゴリズムである
ユークリッドの互除法 http://bit.ly/3Qu7t9Zは高校生の
ときに学んだと思います。
99221と 97343の最大公約数を gとする。拡張ユークリッド

の互除法を用いて、g = 99221x + 97343yとなる整数 x, yを
求めてみよう。

99221=1*97343+1878

97343=51*1878+1565

1878=1*1565+313

1565=5*313+0

g=313=52*99221+(-53*97343)

x=52

y=-53

この節では、２つの多項式 a(X), b(X) ∈ F[X]の最大公約
多項式を求めるアルゴリズムに拡張することができることを
学びましょう。整数に関するユークリッド互除法が有限の計
算で終了することを保証する証明の要点は、整数 aと b 6= 0

に対して、a = bq + r, 0 ≤ r < |b|となる q, rが一意に定まる
ことと、|a| ≤ |b|という性質を使っていることであった。こ
の性質より、各割り算の商の絶対値は単調減少 |r0| ≥ |r1| >
· · · > |rm−1| > |rm|なので、あるmで rm+1 = 0となりアル
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ゴリズムは終了する。このような代数系をユークリッド整域
https://bit.ly/3snTFWiと言う。体 Fを係数とする多項式
の集合 F[X]の要素の f(X)に対しても、絶対値の代わりに次
数 deg(f)を考えれば、ユークリッド整域になる。この拡張に
よって、多項式 f(X)と g(X)の最大公約多項式がユークリッ
ドの互除法によって計算できる。
定義 25.1 (多項式に対するユークリッドの互除法). r1(X) 6= 0

である２つの多項式 r0(X), r1(X) ∈ F[X]を入力とし、出力
rm(X)を出力する以下のアルゴリズムをユークリッドの互除
法という。多項式 f(X)を f と書く。以下の割り算を i ≥ 0に
対して計算する。

ri(X)/ri+1(X) =商 qi+1(X)剰余 ri+2(X)

剰余定理 24.1から deg ri+1 > deg ri+2 となる。したがって、
有限ステップで deg(rm+1) = −∞つまり rm+1(X) = 0とな
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るはずである。割り切れるまで次の割り算を繰り返す。

r0(X) = q1(X)r1(X) +r2(X),

r1(X) = q2(X)r2(X) +r3(X),

...

ri(X) = qi+1(X)ri+1(X) +ri+2(X)

...

rm−2(X) =qm−1(X)rm−1(X)+rm(X)

rm−1(X) = qm(X)rm(X) +

=0︷ ︸︸ ︷
rm+1(X)

(25.2)

□
命題 25.3. ユークリッドの互除法の出力 rm(X)は、F値倍を
除いて最大公約数多項式 gcd(r0(X), r1(X))に等しい。 □

証明. rm(X)をモニック化した多項式は gcd(rm(X), 0)に等し
いので、各第 iステップ

ri(X) := qi+1(X)ri+1(X) + ri+2(X)

で、ri(X)と ri+1(X)の公約多項式全体の集合 Ciは ri+1(X)

と ri+2(X)の公約多項式全体Ci+1の集合に等しいことを示せ
ば十分である。
c(X) ∈ Ci+1ならば、c(X) | ri+1(X), c(X) | ri+2(X)であ
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るから20、

c(X) | qi+1(X)ri+1(X) + ri+2(X) = ri(X)

となり、c(X) ∈ Ciが分かる。
逆に、c(X) ∈ Ci ならば、c(X) | ri(X), c(X) | ri+1(X)で

あるから、

c(X) | ri(X)− qi+1(X)ri+1(X) = ri+2(X)

となり、c(X) ∈ Ci+1が分かる。
□

命題 25.4 ( 拡張ユークリッドの互除法). ２つの多項式

r0(X), r1(X) ∈ F[X]

に対して、最大公約多項式 gcd(r0(X), r1(X)) の r0(X) と
r1(X)による線形和表現 (ベズーの等式)

r0(X)n0(X) + r1(X)n1(X) = gcd(r0(X), r1(X))

を与える n0(X), n1(X) ∈ F[X]が存在する。 □

20d|nは dは nを割り切るを意味します。
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証明. ユークリッド互除法 (25.2)を行列とベクトルによって
表現し直すと、次のように書ける。

r⃗0 = Q1r⃗1

r⃗1 = Q2r⃗2

...

r⃗m−1 = Qmr⃗m

Qi : =
(

qi(X) 1
1 0

)
, r⃗i :=

(
ri(X)

ri+1(X)

)
これをまとめると、

r⃗0 = Q1 · · ·Qmr⃗m

となる。Q′
i :=

(
0 1
1 −qi(X)

)
とすれば、Q′

iQi = I2であるので、
両辺に左からQ′

m · · ·Q′
1をかけることにより次を得る。

Q′
m · · ·Q′

1r⃗0 = r⃗m (25.5)

が成り立つ。
(

n0(X) n1(X)
n2(X) n3(X)

)
:= Q′

m · · ·Q′
1とすれば、(25.5)の

第 1成分は

rm(X) = gcd(r0, r1) = n0(X)r0(X) + n1(X)r1(X)

という r0と r1の線形和の形で表現できる。ここで、第１等号
は F値定数倍を除いて等しいという意味である。 □
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例 25.6. ユークリッドアルゴリズムと拡張ユークリッドアル
ゴリズムの例を与える．r0(X) = X3 +X2 +X + 1, r1(X) =

3X2 + 2 ∈ F5[X]に対して，

X3 +X2 +X + 1 =
(
3X2 + 2

)
(2X + 2) + (2X + 2)

3X2 + 2 = (2X + 2)(4X + 1) + (0)

となるので，gcd
(
X3 +X2 +X + 1, 3X2 + 2

)
= X + 1 で

あり，X + 1を a(X), b(X)の線形和で表すと，

3
(
X3 +X2 +X + 1

)
+ (4X + 4)

(
3X2 + 2

)
= X + 1

となる． □

26 有限体の構成
本節では，任意の体 F とその上の既約多項式 p(X) ∈ F[X]

を用いて，剰余類環 F[X]/〈p(X)〉 が体を与えることを示す．
次数 deg p = m の既約多項式を選べば，得られる拡大体のサ
イズは |F|m となり，元は次数 m 未満の多項式の剰余類で表
される．逆元の存在は gcd(a(X), p(X)) = 1 とベズーの等式
から従い，これにより剰余類環が単位的可換環を越えて体に
なることが分かる．最後に，素数体 Z/pZ の構成に触れ，有
限体のサイズが素数冪に限られる事実へとつなげる．
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定理 26.1. 体 Fを係数とする次数m ≥ 1のモニックな既約多
項式 p(X) ∈ F[X]に対して、イデアル 〈p(X)〉を法とする剰余
類環 (

F[X]/〈p(X)〉, {+,×}
)

はサイズが |F|deg pの体となる。 □

証明. 23.5より (F[X]/〈p(X)〉, {+,×})は単位的可換環になる
ので、非零元

[a(X)]( 6= [0]) ∈ F[X]/〈p(X)〉

に対して逆元が存在することを示せば十分である。p(X)は既
約なので、最大公約数 gcd(a(X), p(X)) = 1である。したがっ
て、25.4より，y(X), z(X) ∈ F[X]が存在して、

a(X)y(X) + p(X)z(X) = 1

となる。両辺 mod p(X)すると

a(X)y(X) mod p(X) = 1 mod p(X)

となるから、

[a(X)][y(X)] = [a(X)y(X)] = [1]

となり、この [y(X)] ∈ F[X]/〈p(X)〉が [a(X)]の逆元となる。
□
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例 26.2. 既約多項式 p(X) := 1 +X +X3 ∈ F2[X]で生成さ
れた有限体 F8 :=

(
F2[X]/〈p(X)〉, {+,×}

)
の演算表を示す。

+ | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

------+-------------------------------------------------

[000] | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

[100] | [100] [000] [110] [010] [101] [001] [111] [011]

[010] | [010] [110] [000] [100] [011] [111] [001] [101]

[110] | [110] [010] [100] [000] [111] [011] [101] [001]

[001] | [001] [101] [011] [111] [000] [100] [010] [110]

[101] | [101] [001] [111] [011] [100] [000] [110] [010]

[011] | [011] [111] [001] [101] [010] [110] [000] [100]

[111] | [111] [011] [101] [001] [110] [010] [100] [000]

x | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

------+-------------------------------------------------

[000] | [000] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [000]

[100] | [000] [100] [010] [110] [001] [101] [011] [111]

[010] | [000] [010] [001] [011] [110] [100] [111] [101]

[110] | [000] [110] [011] [101] [111] [001] [100] [010]

[001] | [000] [001] [110] [111] [011] [010] [101] [100]

[101] | [000] [101] [100] [001] [010] [111] [110] [011]

[011] | [000] [011] [111] [100] [101] [110] [010] [001]

[111] | [000] [111] [101] [010] [100] [011] [001] [110]

非ゼロ元 x ∈ F8に対して，かけると単位元 [100]になる，逆
元 x−1 ∈ F8が唯一存在することが分かる．以下は，前回の授
業でやったことと同じなので，説明しない．ここで、[f0f1f2]

は [f0 + f1X + f2X
2]を表していることに注意しよう。例：

[011] = [0 +X +X2]である。[011] × [111] = [001]であるこ
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とは以下より確かめることができる。

[011]× [111] = [X +X2]× [1 +X +X2]

= [(X +X2)× (1 +X +X2)]

= [(X +X2) + (X2 +X3) + (X3 +X4)]

= [X + (1 + 1)X2 + (1 + 1)X3 +X4]

= [X +X4 mod p(X)]

= [X2]

= [001]

□
44.5で証明を与えるが、有限体のサイズ qは素数のベキに

限る。すでに 5.4で天下り的に定義したが、素数サイズの有限
体は次のように構成される。
例 26.3. Zの上の素数 pに対して、イデアル pZを法とする剰
余類環 (

Z/pZ, {+,×}
)

はサイズ pの有限体をなす。例として F11 := Z/11Zの演算表
を示す。
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+ | [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]

----+---------------------------------------------

[0] | [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]

[1] | [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10][0]

[2] | [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10][0] [1]

[3] | [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10][0] [1] [2]

[4] | [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10][0] [1] [2] [3]

[5] | [5] [6] [7] [8] [9] [10][0] [1] [2] [3] [4]

[6] | [6] [7] [8] [9] [10][0] [1] [2] [3] [4] [5]

[7] | [7] [8] [9] [10][0] [1] [2] [3] [4] [5] [6]

[8] | [8] [9] [10][0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]

[9] | [9] [10][0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8]

[10]| [10][0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9]

x | [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]

----+---------------------------------------------

[0] | [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[1] | [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]

[2] | [0] [2] [4] [6] [8] [10][1] [3] [5] [7] [9]

[3] | [0] [3] [6] [9] [1] [4] [7] [10][2] [5] [8]

[4] | [0] [4] [8] [1] [5] [9] [2] [6] [10][3] [7]

[5] | [0] [5] [10][4] [9] [3] [8] [2] [7] [1] [6]

[6] | [0] [6] [1] [7] [2] [8] [3] [9] [4] [10][5]

[7] | [0] [7] [3] [10][6] [2] [9] [5] [1] [8] [4]

[8] | [0] [8] [5] [2] [10][7] [4] [1] [9] [6] [3]

[9] | [0] [9] [7] [5] [3] [1] [10][8] [6] [4] [2]

[10]| [0] [10][9] [8] [7] [6] [5] [4] [3] [2] [1]

□

証明. Z/〈p〉は単位的可換環になるので、非零元

[a] ∈ Z/〈p〉

に対して逆元が存在することを示せば十分である。pは素数な
ので、最大公約数 gcd(a, p) = 1である。したがって、y, z ∈ Z
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が存在して、
ay + pz = 1

となる。これより、
[a][y] = [1]

となり、この [y] ∈ Z/〈p〉が [a]の逆元となる。 □

27 因数定理と代数の基本定理
この節では，多項式の基本的な性質である因数定理と代数

の基本定理を確認する．これらの結果は次節でリード・ソロ
モン符号（RS符号）の性質を証明する際に繰り返し用いられ
る．証明自体は高校数学で学んだ実係数多項式の場合と同様
であるため，ここでは簡単に述べるにとどめる．
補題 27.1 (因数定理と代数の基本定理). 多項式 f(X) ∈ F[X]

に対して f(a) = 0であるとき、a ∈ Fは f(X)の根であると
言う。因数定理:多項式 (X − a)|f(X)となることと f(a) = 0

となることは同値である．代数の基本定理: 体 Fの上の n次
多項式は Fの上で高々n個の相違なる根を有する。
証明. a ∈ F を多項式 f(X) ∈ F[X]の根とする。このとき、
d(X) := X − aとして剰余定理 24.1を使用すると、

f(X) = q(X)(X − a) + r(X),

deg r(X) < deg d(X) = 1 (27.2)

153



となる、q(X), r(X) ∈ F[X] が唯一存在することが分かる。
(27.2)より rは定数多項式 r(X) = r0となる。a ∈ Fは f(X)

の根:f(a) = 0であるから、f(a) = r0となる。こうして、因
数定理

f(a) = 0⇒ f(X) = q(X)(X − a), deg q(X) = n− 1

を得る。逆は明らか．q(X)の次数は f(X)の次数より 1だけ
小さい．q(X)について同様の議論をしていくと、いつか根を
持たないようになる．根 1つにつき次数を少なくとも 1つ消費
する必要があるので、体 Fの上の n次多項式は Fの上で高々
n個の相違なる根を有する。 □

28 リード・ソロモン符号、RS符号
この節では、有限体上の代表的な代数符号である**リード・ソ
ロモン符号（Reed–Solomon code, RS符号）を導入する。RS

符号は、有限体上の多項式評価によって構成され、符号長 n・
情報長 kの線形符号として定義される。また、RS符号は最大
距離分離符号（MDS符号）**の一種であり、最小距離がシン
グルトン限界に一致するという優れた性質をもつ。本節では、
RS符号の定義・基底・生成行列を示し、その最小距離と復号
アルゴリズムについて説明する。
定義 28.1 (RS符号、リード・ソロモン符号). α1, . . . , αnを評
価点と呼び、互いに異なる Fq の元とする．このため、n ≤ q
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となる。Fq[X; k]は Fq を係数とする次数が k未満の多項式

f(X) =
k−1∑
i=0

fiX
i, fi ∈ Fq

の集合である。情報多項式 f(X) ∈ Fq[X; k]に対して、評価点
α1, . . . , αnにおける多項式 f(X)の評価値ベクトル

c⃗(f) :=
(
f(α1), f(α2), . . . , f(αn)

)
∈ Fn

q

を符号語とする符号空間を、Fq 上の [n, k]RS符号という。正
確に書くと、{

c⃗(f) ∈ Fn
q | f(X) ∈ Fq[X; k]

}
として定義される。 □
定義 28.3 (RS符号を使った通信システム). RS符号を使った
通信システムは以下の構成要素からなる。

• 送信器

1. 情報ベクトル f⃗ := (f0, . . . , fk−1) ∈ Fk
q から、

2. 情報多項式 f(X) ∈ Fq[X; k]を求める。
3. 情報多項式 f⃗ に対応する符号語 c⃗(f⃗) ∈ Fn

q を計算
して、通信路に入力する。

• 通信路：通信路は入力 c⃗にエラーベクトル e⃗ ∈ Fn
q を加

えた出力 r⃗ = c⃗+ e⃗を出力する。
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• 受信器
1. 通信路出力である受信語 r ∈ Fn

q から推定送信語
ĉ(r⃗) ∈ Fn

q を推定する。
2. ĉ(r⃗)に対応する f、正確に述べると ĉ(r) = c(f̂)と
なる推定情報多項式 f̂(X)または等価的に推定情報
ベクトル f̂ を求める。

□
定理 28.4 (RS符号の基底). 評価点α1, α2, . . . , αn ∈ Fqによっ
て定義される Fq 上の [n, k]RS符号 C に対して、以下が成り
立つ。

1. C は Fq 上の [n, k]線形符号になる。
2. 以下の符号語の集合は、C の基底となる．{

c⃗(f) ∈ Fn
q | f(X) ∈ {1, X,X2, . . . , Xk−1}

}
⊂ C

c⃗(f) :=
(
f(α1), . . . , f(αn)

)
∈ Fn

q

この基底の符号語を具体的に並べると、
{(1, 1, . . . , 1),
(α1, α2, . . . , αn),

(α2
1, α

2
2, . . . , α

2
n),

...

(αk−1
1 , αk−1

2 , . . . , αk−1
n )} (28.5)
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となる。

3. C の生成行列は C の基底ベクトルを行ベクトルとして
並べた行列なので、以下の行列はCの生成行列となる。

G =


α0
1 α0

2 . . . α0
n

α1
1 α1

2 . . . α1
n

α2
1 α2

2 . . . α2
n

...
. . .

. . .
...

αk−1
1 αk−1

2 . . . αk−1
n


ただし、00 = 1とする。この生成行列 Gを使って情報
ベクトル f⃗ から符号語 c⃗(f⃗) = f⃗Gに直接、符号化する
ことができる。

□

証明. 1. Fq[X; k]はFq上の k次元線形空間であったことを
思い出そう。Fq[X; k]からの写像

ϕ : Fq[X; k] 3 f(X) 7→ (f(α1), . . . , f(αn)) ∈ Fn
q

を定義する21。ϕ(Fq[X; k]) = Cである。したがって、ϕ

が線形全単射であることを示せば十分である。

21これは上で符号語 c(f)と書いていたものを多項式からベクトルへの写
像であることを強調して ϕ(f)と書いただけである．
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線形性：

ϕ(af) =
(
af(X)|X=α1 , . . . , af(X)|X=αn

)
=
(
(af)(α1), . . . , (af)(αn)

)
= (af(α1), . . . , af(αn))

= a(f(α1), . . . , f(αn))

= aϕ(f)

ϕ(f1 + f2)

=
(
(f1 + f2)(α1), . . . , (f1 + f2)(αn)

)
= (f1(α1) + f2(α1), . . . , f1(αn) + f2(αn))

= ϕ(f1) + ϕ(f2)

全単射性：ϕ(f1(X)) = ϕ(f2(X))ならば f1(X) = f2(X)

を示せば良い．(
f1(α1), . . . , f1(αn)

)
=
(
f2(α1), . . . , f2(αn)

)
⇒
(
(f1 − f2)(α1), . . . , (f1 − f2)(αn)

)
= (0, . . . , 0)

(a)⇒ (f1 − f2)(X) = 0

⇒ f1(X) = f2(X)

(a) では、(f1−f2) ∈ Fq[X; k]と代数の基本定理 (次数 k

未満の非零多項式の根の数は k未満である)を次のよう
に使った．(f1−f2)は k次未満の多項式である．(a)の直
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前の式より，(f1 − f2)は n(≥ k)個の根を持っているの
で，非ゼロ多項式ではありえない．したがって，(f1−f2)
は零多項式である:(f1 − f2)(X) = 0。

2. Fq[X; k]の単項式からなる集合

B := {1, X,X2, . . . , Xk−1}

は Fq[X; k]の基底である。一般に、ある線形空間 V の
基底を線形全単射で別の線形空間W に移したベクトル
の集合はW の基底になる。ここでは、

{ϕ(f) | f(X) ∈ B}

が C の基底になることになるが、これは (28.5)と一致
する。

3. 生成行列の作り方 7.5と前項より明らか。
□

例 28.6 (RS符号). F11 := Z/11Z = {[0], [1], . . . , [10]}上の
[n = 8, k = 4] RS符号の生成行列Gは以下で与えられる。た
だし、

α1 = [0], α2 = [1], . . . , α8 = [7]
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と選んだ。

G =


[1][1][1][1][1][1][1][1]

[0][1][2][3][4][5][6][7]

[0][1][4][9][5][3][3][5]

[0][1][8][5][9][4][7][2]


□

例 28.7 (RS符号). 既約多項式 p(X) = 1+X2 +X3 ∈ F2[X]

によって定義される

F8 := F2[X]/〈p(X)〉 = {[000], [100], . . . , [111]}

上の [n = 8, k = 4] RS符号の生成行列 Gは以下で与えられ
る。ただし、

α1 = [000], α2 = [100], . . . , α8 = [111]

と選んだ。

G =


[100][100][100][100][100][100][100][100]

[000][100][010][110][001][101][011][111]

[000][100][001][101][111][011][110][010]

[000][100][101][010][011][001][111][110]


□
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定理 28.8 (RS符号の最小距離). [n, k]RS符号 C の任意の非
ゼロ符号語 x⃗( 6= 0⃗) ∈ C のハミング重み w(x⃗)に関して以下が
成り立つ。

w(x⃗) ≥ n− k + 1

したがって、

wmin(C) = dmin(C) ≥ n− k + 1

となる。シングルトン限界 13.1dmin(C) ≤ n−k+1より、結局

dmin(C) = n− k + 1

となる。つまり、RS符号は最大距離分離符号 (MDS符号)と
なる。 □

証明. f(X)から (f(α1), . . . , f(αn))に移す写像 ϕは線形全単
射であった (28.4の証明参照)から，C の非ゼロ符号語は、

x⃗(f) =
(
f(α1), . . . , f(αn)

)
6= (0, . . . , 0)

with f(X)( 6= 0) ∈ Fq[X; k]

と書ける。この非零符号語の重み、言い換えると f(αi) 6= 0と
なる i (1 ≤ i ≤ n)の個数を調べよう。まず次の事実を確認し
よう。
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• 零多項式は零符号語となる。いいかえると、

ϕ(0) =: Fq[X; k] 3 0 7→ (0, . . . , 0) ∈ Fn
q

である。しかるに対偶を考えれば、非零符号語は非零多
項式から生成されることが分かる。

• 次数 k未満の非ゼロ多項式 f(X)の根の個数は k未満で
ある

• 評価点 α1, . . . , αnは全て異なる

これらのことから、非ゼロ符号語 x⃗(f)の第 i成分がゼロとなる、
すなわち f(αi) = 0となる i (1 ≤ i ≤ n)の個数は k未満である
ことが分かる．言い換えると，f(αi) 6= 0となる i (1 ≤ i ≤ n)

の個数は n− k + 1以上である．こうして，w(x⃗) ≥ n− k + 1

が示せた． □

29 準備：RS 符号の定義と記号
有限体 Fq をとり，相異なる元

α1, . . . , αn ∈ Fq

を評価点とする．
次数 deg f < k の多項式

f(x) ∈ Fq[x]
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を情報多項式とし，その評価列(
f(α1), . . . , f(αn)

)
∈ Fn

q

を符号語とする長さ n，次元 k の線形符号を
RS(n, k)

と呼ぶ．
RS 符号の最小距離は

dmin = n− k + 1

であり，訂正可能誤り数 t は

t =

⌊
dmin − 1

2

⌋
=

⌊
n− k

2

⌋
で与えられる．
以下，送信された符号語に高々 t 個のシンボル誤りが生じ

た状況を考える．受信語を
(y1, . . . , yn) ∈ Fn

q

と書く．

30 正しい k 個の点がわかれば情報多項式を
復元できる

まず，RS 符号の多項式的性質として，以下が成り立つ．
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命題 30.1 (補間による一意性). Fq 上の多項式 f(x)で deg f <

k とする．相異なる元 β1, . . . , βk ∈ Fq に対して値

f(β1), . . . , f(βk)

が与えられたとき，これらを取る多項式 f(x) は一意に存在
する． □

証明. Lagrange 補間により次数 < k の多項式が 1 つ構成で
きるので存在はよい．f, g がいずれもこれらの点を通るとす
る．h := f − g とおけば deg h < k であり，β1, . . . , βk のすべ
てで h(βj) = 0 となる．多項式は次数未満の個数より多くの
相異なる根を持てないから，h ≡ 0，すなわち f = g である．
□

これを RS 復号に適用すると次が得られる．
命題 30.2 (正しい k 個の点からの復元). 送信多項式 f(x) は
deg f < k を満たすとし，受信語 (yi) に高々 t 個の誤りし
かないとする．誤りのない添字集合を C ⊂ {1, . . . , n} とし，
|C| ≥ k とする．
このとき，C の任意の部分集合 S ⊂ C で |S| = k を取れば，

点集合
{(αi, yi) | i ∈ S}

から補間によって元の多項式 f(x) を一意に復元できる． □
すなわち，復号問題は本質的に「誤りのない位置を k 個特

定できれば復号できる」という補間問題だと見なせる．
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31 Berlekamp–Welch 法の 2 変数多項式
による定式化

BW 法は，上の補間的な復号を 2 変数多項式 Q(x, y) =

Q0(x) + yQ1(x)を用いた代数的な問題として定式化する。
未知多項式 Q0(x), Q1(x) ∈ Fq[x] に対し，2 変数多項式

Q(x, y) = Q0(x) + y Q1(x)

を考える．ここで次数制約として

degQ0 < k + t, degQ1 < t+ 1

を課す．

Berlekamp–Welch 問題（2 変数版）
非零な多項式対 (Q0, Q1) 6= (0, 0) であって，すべ
ての i = 1, . . . , n について

Q0(αi) + yiQ1(αi) = 0

を満たすものを求めよ．

解 (Q0, Q1) が得られたとき，復号結果の情報多項式は

f(x) = −Q0(x)

Q1(x)

として与えられる（実際には RS の距離構造から，これは次
数 < k の多項式になる）．
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32 「正しい k 個の点問題」と BW 問題の
同値性

復号問題の 2 つの定式化

(A) 正しい k 個の点を見つけて f(x) を補間する問題，

(B) 上記の意味で Q0, Q1 を見つけて f(x) = −Q0/Q1 とす
る BW 問題

は，パラメータ条件 n ≥ k + 2t のもとで同値である．
定理 32.1 (同値性). RS(n, k) について，受信語 (yi) に高々 t

個の誤りがあるとする．次は同値である．

(1) （正しい k 個の点版）deg f < k を満たす多項式 f(x)

と添字集合 S ⊂ {1, . . . , n} が存在して

|S| = k, yi = f(αi) (i ∈ S)

となる．

(2) （Berlekamp–Welch 版）上の BW 問題を満たす
(Q0, Q1) 6= (0, 0) が存在し，

f(x) = −Q0(x)

Q1(x)

は次数 < k の多項式として一意に定まる．

166



さらに，どちらか一方の解が与えられれば，他方の解は定数
倍を除いて一意に決まる． □
証明は標準的であり，概略のみ記す．

(1) ⇒ (2)：正しい点と f から Q0, Q1 を構成する
真の情報多項式を f(x)，誤り位置集合を

E := {i | yi 6= f(αi)}, |E| ≤ t

とする．誤り位置多項式
Q1(x) :=

∏
i∈E

(x− αi)

をとり（E = ∅ なら Q1(x) = 1 とする），
Q0(x) := −f(x)Q1(x)

と定めれば，次数条件
degQ1 ≤ |E| ≤ t, degQ0 < k + t

が成り立つ．
i /∈ E（正しい点）では yi = f(αi) より
Q0(αi) + yiQ1(αi) = −f(αi)Q1(αi) + f(αi)Q1(αi) = 0,

i ∈ E（誤り点）では Q1(αi) = 0 より
Q0(αi) + yiQ1(αi) = Q0(αi) = −f(αi)Q1(αi) = 0

となり，全ての i で条件を満たす．
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(2) ⇒ (1)：BW 解から「正しい点」と f を取り出す
今度は BW 解 (Q0, Q1) が存在すると仮定する．集合

E := {i | Q1(αi) = 0}

と
T := {i | Q1(αi) 6= 0}

を考えると，多項式の性質から

|E| ≤ degQ1 ≤ t, |T | ≥ n− t.

i ∈ T では
Q0(αi) + yiQ1(αi) = 0

より
yi = −

Q0(αi)

Q1(αi)

が成り立つ．有理函数

F (x) := −Q0(x)

Q1(x)

を考えると，i ∈ T で yi = F (αi) となる．
RSのパラメータ条件 n ≥ k+2tから |T | ≥ n−t ≥ k+t ≥ k

である．T の中から任意の k 個の添字 i1, . . . , ik を取り，点集
合 (αij , yij ) = (αij , F (αij )) に対して命題 2.1 を適用すれば，
これらを通る次数 < k の多項式 f(x) が一意に存在する．適
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当な議論により f(x) ≡ F (x) が従い，したがって T 上のす
べての点で yi = f(αi) が成り立つ．T の部分集合 S ⊂ T で
|S| = k を取れば (1) の条件を満たす．

33 Q0, Q1 を求める問題の線形方程式への帰
着

最後に，Berlekamp–Welch 問題が有限個の未知係数に関す
る線形方程式系に帰着することを確認する．

33.1 係数 q0,i, q1,i による展開
Q0, Q1 の係数を

Q0(x) =

k+t−1∑
i=0

q0,ix
i, Q1(x) =

t∑
j=0

q1,jx
j

とおく（q0,i, q1,j ∈ Fq）．
このとき，各 i = 1, . . . , n に対する条件

Q0(αi) + yiQ1(αi) = 0

は，係数に関して
k+t−1∑
ℓ=0

q0,ℓ α
ℓ
i + yi

t∑
m=0

q1,m αm
i = 0
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と書ける．これは未知数

q0,0, . . . , q0,k+t−1, q1,0, . . . , q1,t

に関する 一次 方程式である．
未知ベクトルを

q⃗ :=
(
q0,0, q0,1, . . . , q0,k+t−1, q1,0, q1,1, . . . , q1,t

)⊤
と書けば，各 i の条件は

（第 i 行）· q⃗ = 0

という形の線形方程式である．

33.2 係数行列 A の具体形
上の一次方程式系をまとめた係数行列を A と書く．行数は

n，列数は k + 2t+ 1 であり，その具体形は

A =


1 α1 α2

1 · · · αk+t−1
1 y1 y1α1 · · · y1α

t
1

1 α2 α2
2 · · · αk+t−1

2 y2 y2α2 · · · y2α
t
2

...
...

...
...

...
...

...

1 αn α2
n · · · αk+t−1

n yn ynαn · · · ynα
t
n

 .

すると Berlekamp–Welch の条件は

Aq⃗ = 0⃗
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という同次線形方程式系に他ならない．
未知数の個数は (k + t)（Q0 の係数）と (t + 1)（Q1 の係

数）を合わせて
k + 2t+ 1

個である．定数倍の自由度（q⃗ 6= 0⃗ をスカラー倍しても同じ
Q0, Q1 を表す）を 1 つ除けば，実質的な自由度は k + 2t 個
である．
RS のパラメータ条件 n ≥ k + 2t のもとでは，適当な正規

化（例えば q1,t = 1 と固定するなど）により，Aq⃗ = 0⃗ を満た
す非自明な解 q⃗ が一意（定数倍を除く）に存在し，そこから
Berlekamp–Welch の解 (Q0, Q1) が得られる．

まとめ
以上をまとめると，RS 符号の復号について次の 3 点が得

られる．

• 次数 < k の多項式は，相異なる k 点での値が与えられ
れば一意に復元できる．よって，誤りのない k 個の点を
見つけられれば情報多項式は補間により復元できる．

• 「誤りのない k 個の点を見つけて補間する問題」と，
Berlekamp–Welchにおける「Q0, Q1 を見つけて f(x) =

−Q0(x)/Q1(x) とする問題」は，n ≥ k+2t のもとで同
値である．
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• Q0, Q1 を係数 q0,i, q1,i で展開すると，条件 Q0(αi) +

yiQ1(αi) = 0 は係数に関する一次方程式となり，それら
を並べた行列 A に対する同次線形方程式 Aq⃗ = 0⃗ を解
く問題に帰着される．

34 RS符号の復号アルゴリズム
RS符号の復号は、「誤りが混入した評価値列 r1, . . . , rnから、
もとの多項式 f(X) を再構成する」問題である。送信側では、
情報多項式 f(X) ∈ Fq[X; k] の評価

ci = f(αi), i = 1, . . . , n

を送るが、受信側では誤りベクトル e⃗ が加わって

ri = ci + ei = f(αi) + ei

が観測される。目標は、誤りの少ない場合に正しい f(X) を
取り戻すことである。

34.1 補間の立場からの導入
誤りが全く無いとき、受信点 (αi, ri) はすべて (αi, f(αi))

である。したがって、n 個の点 (αi, ri) を通る次数 < n の多
項式 g(X) を補間すれば、ただちに g(X) = f(X) が得られ
る。このときの g(X) はラグランジュ補間多項式（有限体で
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も実数でも「任意の n 点を通る多項式は次数 < n で一意に存
在」します。）

g(X) =

n∑
i=1

ri ℓi(X), ℓi(X) =
∏

1≤j≤n
j ̸=i

X − αj

αi − αj

で与えられる。
しかし、受信語に誤りが含まれると一部の ri は f(αi) と異

なり、もはや低次数 (< k)の多項式では全点を同時に通れな
い。このとき高次数 (≥ k)の g(X) を補間すれば全点 (αi, ri)

for i = 1, . . . , nは通るが、g(X) は本来の f(X) とは異なる。
ここで次の発想に切り替える。

34.2 二変数補間多項式の導入
受信点列 (αi, ri) 全てを「ある二変数多項式の零点」として

表すことを考える。すなわち、係数が Fq に属する多項式

Q(X,Y ) = Q0(X) +Q1(X)Y

を用意し、
Q(αi, ri) = 0 (i = 1, . . . , n)

を満たすように定義する。このとき Q(X,Y ) = 0 は平面上の
曲線を定め、Y = g(X) のグラフ上の全ての点 (αi, ri) で値が
0 になる。言い換えると、Q(X,Y ) は Y = g(X) のグラフを
「消す=0にする」（vanishする）多項式である。
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誤りが少なければ、多くの点 (αi, f(αi)) もこの曲線上に存
在する。したがって Q(X, f(X)) = Q0(X) + f(X)Q1(X) は
多数の根を持ち、次数条件を適切に設定すれば恒等的に 0 で
なければならない。その結果、次の関係が導かれる。

f(X) = −Q0(X)

Q1(X)
.

これが RS 符号の限界距離復号アルゴリズムの核心的な考え
方である。
この節では、まず補間多項式 Q(X,Y ) の存在を示し、その

構成法と次数制約を定めた上で、正しい f(X) がどのように
回復されるかを数学的に証明する。
補題 34.1 (RS 符号に対する限界距離復号アルゴリズム
（Berlekamp–Welch 型）). n個の異なる評価点 α1, . . . , αnに
よって定義されたF上の [n, k]RS符号Cに対して、訂正能力は

t(C) =
⌊d(C)− 1

2

⌋
=
⌊n− k

2

⌋
である。情報多項式 f(X) ∈ F[X; k]が符号化された送信語
c⃗ = (f(α1), . . . , f(αn)) ∈ Cが送られて、誤りベクトル e⃗が加
えられた受信語 r⃗ = c⃗ + e⃗ ∈ Fnを受信した通信シナリオを考
えよう。以下のアルゴリズムは、受信語 (r1, . . . , rn) ∈ Fを入
力とし、推定符号語 ˆ⃗cまたは等価的に ˆ⃗c = (f̂(α1), . . . , f̂(αn))

となる推定情報多項式 f̂ ∈ F[X; k]を出力するアルゴリズムで
ある。誤りの重みが t以下の場合、このアルゴリズムは正しく
復号結果を出力する:f̂(X) = f(X)。
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1. まず、

Q(αi, ri) = 0, for i = 1, . . . , n (34.2)

degQ0 < n− t (34.3)

degQ1 < t+ 1 (34.4)

を満たす Fq を係数とする非ゼロ二変数多項式

Q(X,Y ) = Q0(X) +Q1(X)Y ∈ F[X,Y ] (34.5)

が存在するので、このような Q(X,Y ) を一つ求める。
Q(X,Y )は補完多項式と呼ばれる。補完多項式Q(X,Y )

の存在と求め方は、証明で述べる。

2. 次に、推定情報多項式を

f̂(X) := −Q0(X)/Q1(X)

によって計算し (この割り算が割り切れることは証明し
ます)、送信された符号語を

ˆ⃗c := (f̂(α1), . . . , f̂(αn))

と推定する。
22

22推定誤りベクトル ˆ⃗e := r⃗− ˆ⃗cの重みが tを超えていたら、復号結果をエ
ラーとすることでこの復号法は復号半径 t(C)の限界距離復号と一致する。
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証明. 【補間多項式の存在】Q1(X)とQ0(X)の係数を次のよ
うに名前をつける。

Q0(X) =
∑
i≥0

q0,iX
i ∈ F[X;n− t]

Q1(X) =
∑
i≥0

q1,iX
i ∈ F[X; t+ 1]

(34.2)は，多項式 Q1(X), Q0(X)のそれぞれの係数ベクトル
q⃗0, q⃗1を変数とみなした連立数 n、変数が n+ 1個の以下の同
次線形方程式である．

Aq⃗ = 0⃗ または A0q⃗0 +A1q⃗1 = 0⃗ (34.6)

ただし、

A := (A0 A1) ∈ Fn×n+1, q⃗ := (q⃗0 q⃗1)

q⃗0 := (q0,0, . . . , q0,n−t−1) ∈ Fn−t

q⃗1 := (q1,0, . . . , q1,t) ∈ Ft+1

である。Aのランクが n以下であることと次元定理から、こ
の線形方程式の解空間の次元は 1以上となるので、非零解を
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含むはずである。

A0 :=


α0
1 α1

1 α2
1 · · · αn−t−1

1

α⟨2
0 α1

2 α2
2 · · · αn−t−1

2
...

...
...

...

α0
n α1

n α2
n · · · αn−t−1

n

 ∈ Fn×n−t

A1 :=


r1 r1α1 r1α

2
1 · · · r1α

t
1

r2 r2α2 r2α
2
2 · · · r2α

t
2

...
...

...
...

rn rnαn rnα
2
n · · · rnα

t
n

 ∈ Fn×t+1

Aを復号行列と呼ぶ。この線形方程式 (34.6)を解いて、非ゼ
ロ解 q⃗ = (q⃗0, q⃗1)を一つ求めて、(34.5)に代入して補完多項式
Q(X,Y )を得る。
【推定符号語が正しいこと:f(X) = f̂(X)】誤りの数をw :=

w(e⃗) ≤ t と書く。受信語 (r1, . . . , rn) の n − w 個の要素は
誤っていないので，n − w 個の i ∈ {1, . . . , n} について第 i

受信シンボル riと第 i送信シンボル ciが一致する、すなわち
ri = ci = f(αi)である。従って (34.2)より，n − w(≥ n − t)

個の添字 iについてQ(αi, f(αi)) = 0 である。これより，以下
が成り立つことが分かる。

Q(X, f(X))は n− t個以上の異なる根を持つ (34.7)

Q1(X)とQ0(X)の次数に関する制限 (34.4)と (34.3)より，
degQ(X, f(X))は n− t未満である。代数の基本定理より、次
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数が n− t未満の非ゼロ多項式の解の数は n− t未満でなけれ
ばならない。一方、(34.7)も成り立つので、Q(X, f(X))はゼ
ロ多項式でなければならない．言い換えると，

0 = Q
(
X, f(X)

)
= Q0(X) + f(X)Q1(X)

となり，Q0(X)/Q1(X)は割りきれるはずである。これより、
f(X) = −Q0(X)/Q1(X) = f̂(X) を得る． □

議論 34.8 (RS符号の復号手続きは効率的である). 変数の数
は高々符号長 nの 2倍であり、変数がm個の線形連立方程式
は約m3の手間 (有限体の四則演算)で解けるから、符号語を
しらみ潰しに調べる安直な方法に比べて、上記の手順は遥か
に効率が良い。しかし、実際の製品では更に高速な手順が通
常用いられる。
例 34.9 (RS符号の復号). F11 := Z/11Z = {[0], [1], . . . , [10]}
上の [n = 8, k = 4] RS符号に対して d = n− k + 1 = 5, t = 2

である．生成行列Gは以下で与えられる。ただし、

α1 = [0], α2 = [1], . . . , α8 = [7]

と選んだ。

G =


[1][1][1][1][1][1][1][1]

[0][1][2][3][4][5][6][7]

[0][1][4][9][5][3][3][5]

[0][1][8][5][9][4][7][2]


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情報ベクトル f = [5][6][9][6]

符号語 c = [5][4][2][2][7][9][0][5]

誤りベクトル e = [7][0][0][5][0][0][0][0]

受信語 r = [1][4][2][7][7][9][0][5]

とすると、復号行列Aは以下の通りとなる。

A =



[1] [0] [0] [0] [0] [0] [1] [0] [0]

[1] [1] [1] [1] [1] [1] [4] [4] [4]

[1] [2] [4] [8] [5] [10] [2] [4] [8]

[1] [3] [9] [5] [4] [1] [7] [10] [8]

[1] [4] [5] [9] [3] [1] [7] [6] [2]

[1] [5] [3] [4] [9] [1] [9] [1] [5]

[1] [6] [3] [7] [9] [10] [0] [0] [0]

[1] [7] [5] [2] [3] [10] [5] [2] [3]



行基本変形
=⇒



[1] [0] [0] [0] [0] [0] [1] [0] [0]

[0] [1] [1] [1] [1] [1] [3] [4] [4]

[0] [0] [1] [3] [7] [4] [3] [9] [0]

[0] [0] [0] [1] [6] [3] [2] [9] [3]

[0] [0] [0] [0] [1] [10] [10] [9] [1]

[0] [0] [0] [0] [0] [1] [1] [4] [7]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [1] [5] [4]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [1] [3]


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行基本変形
=⇒



[1] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [1] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [7]

[0] [0] [1] [0] [0] [0] [0] [0] [9]

[0] [0] [0] [1] [0] [0] [0] [0] [1]

[0] [0] [0] [0] [1] [0] [0] [0] [2]

[0] [0] [0] [0] [0] [1] [0] [0] [6]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [1] [0] [0]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [1] [3]


Aq⃗ = 0⃗の非零解を一つ選んで、

q⃗0 = [0][4][2][10][9][5]

q⃗1 = [0][8][1]

とする。これらより、補完多項式Q(X,Y )を求めて、以下の
割り算を実行する。
−Q0(X)/Q1(X) =商 ([5] + [6]X + [9]X2 + [6]X3) 剰余 0

こうして、推定情報ベクトル
f̂ = [5][6][9][6]

を得る。 □
例 34.10 (RS符号). 既約多項式 p(X) = 1+X2+X3 ∈ F2[X]

によって定義される
F8 := F2[X]/〈p(X)〉 = {[000], [100], . . . , [111]}
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上の [n = 8, k = 4] RS符号の生成行列 Gは以下で与えられ
る。ただし、

α1 = [000], α2 = [100], . . . , α8 = [111]

と選んだ。

G =


[100][100][100][100][100][100][100][100]

[000][100][010][110][001][101][011][111]

[000][100][001][101][111][011][110][010]

[000][100][101][010][011][001][111][110]


f = [111][101][000][110]

c = [111][100][010][110][110][000][111][110]

e = [000][000][000][000][000][000][101][110]

r = [111][100][010][110][110][000][010][000]

A =



[100] [000] [000] [000] [000] [000] [111] [000] [000]

[100] [100] [100] [100] [100] [100] [100] [100] [100]

[100] [010] [001] [101] [111] [110] [010] [001] [101]

[100] [110] [101] [010] [011] [111] [110] [101] [010]

[100] [001] [111] [011] [010] [101] [110] [100] [001]

[100] [101] [011] [001] [110] [010] [000] [000] [000]

[100] [011] [110] [111] [101] [001] [010] [100] [011]

[100] [111] [010] [110] [001] [011] [000] [000] [000]


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行基本変形
=⇒



[100] [000] [000] [000] [000] [000] [111] [000] [000]

[000] [100] [100] [100] [100] [100] [011] [100] [100]

[000] [000] [100] [110] [111] [010] [101] [100] [110]

[000] [000] [000] [100] [000] [111] [110] [000] [100]

[000] [000] [000] [000] [100] [001] [000] [110] [100]

[000] [000] [000] [000] [000] [100] [000] [000] [110]

[000] [000] [000] [000] [000] [000] [100] [011] [110]

[000] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [100] [100]



行基本変形
=⇒



[100] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [100]

[000] [100] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [100]

[000] [000] [100] [000] [000] [000] [000] [000] [010]

[000] [000] [000] [100] [000] [000] [000] [000] [111]

[000] [000] [000] [000] [100] [000] [000] [000] [110]

[000] [000] [000] [000] [000] [100] [000] [000] [110]

[000] [000] [000] [000] [000] [000] [100] [000] [101]

[000] [000] [000] [000] [000] [000] [000] [100] [100]



q⃗0 = [100][100][010][111][110][110]

q⃗1 = [101][100][100]
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−Q0(X)/Q1(X)

=商 [111] + [101]X + [000]X2 + [110]X3 剰余 0

f̂ = [111][101][000][110]

□

183



35 巡回符号 @09

定義 35.1 (巡回シフト). 長さ n のベクトル c =

(c0, . . . , cn−1) ∈ Fnに対して、

(cn−1, c0, . . . , cn−2) =: Sc

を cの右巡回シフトといい、Scと書く。

(cn−i, . . . , cn−1, c0, . . . , cn−i−1)

を cの i回右巡回シフトといい、Sicと書く。
例：S(010) = (001)

例：S(1010) = (0101)

例：S2(10101) = (01101)

同様にして、左巡回シフトを定義できるが、n− 1回右巡回
シフト Sn−1で表すことができるので、あえて定義しない。右
巡回シフトを単に巡回シフトという。 □
命題 35.2 (巡回シフトは線形写像である). Si : Fn → Fnは線
形全単射写像である。c 7→ Sicベクトル行列表現は、例えば
n = 4, i = 1では、

Sc =

(
0001
1000
0100
0010

)
c⃗T

によって与えられる。 □
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証明.

Si(c⃗+ d⃗)

= Si(c0 + d0, . . . , cn−1 + dn−1)

= (cn−i + dn−i, . . . , cn−1 + dn−1,

c0 + d0, . . . , cn−i−1 + dn−i−1)

= Sic⃗+ Sid⃗

Si(ac⃗) = aSi(c⃗)も同様にして示せる。全単射であることは以
下より分かる。

Sic⃗ = Sid⃗⇒ Si(c⃗− d⃗) = 0⃗⇒ c⃗− d⃗ = 0⃗⇒ c⃗ = d⃗

ここで零ベクトルに巡回シフトされるのは零ベクトルに限る
ことを用いた。 □

定義 35.3 (巡回符号). 巡回シフトに関して閉じている、正確
に書くと

∀c ∈ C, Sc ∈ C

を満たす、Fq 上の線形符号 C を Fq 上の線形巡回符号または
単に巡回符号という．線形でない巡回符号は非線形巡回符号
と呼ばれる。
例：単一パリティ検査符号 6.5は巡回符号である。例えば符号
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長 n = 4の単一パリティ検査符号

C = {(0000),
(1001), (0011), (0110), (1100),

(1010), (0101),

(1111)}

は巡回符号で ある 。

C = {(0000),
(1000), (0100), (0010), (0001)}

は 非線形巡回 符号である。なぜなら、巡回性は満たされるが、

(1000) + (0100) = (1100) /∈ C

であるからである。 □
定義 35.4 (符号語多項式). ベクトル c⃗ = (c0, . . . , cn−1) ∈ Fn

に対して多項式

c(X) = c0 + c1X + · · ·+ cn−1X
n−1 ∈ F[X;n]

を c⃗の符号語多項式という。符号語多項式と符号語を同一視す
る。
例：(101) = 1 +X2,

例：(110) = S(101) = S(1 +X2) = 1 +X □
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36 巡回RS符号
例 36.1 (巡回RS符号). Fqの非ゼロ要素 βが n > 0乗して始
めて 1に等しくなるとする。ただし、β = 1のときは n = 1と
定義する。nは q− 1を割り切る。評価点 β0, . . . , βn−1によっ
て定義された Fq 上の [n, k]RS符号

C =
{
c⃗(f) | f(X) ∈ Fq[X; k]

}
c⃗(f) : =

(
f(β0), f(β1), . . . , f(βn−1)

)
は巡回符号となる。 □

証明. 【n | q−1であること】後に 42.10で示すが、任意の非零
元α ∈ Fqに対して、αq−1 = 1が成り立つ23。q−1を nで割っ
た商と余りをそれぞれ a, bと書く。q − 1 = an+ b, 0 ≤ b < n

である。これに対して、1 = βq−1 = βan+b = βanβb = βbとな
る。nは βnとなる最小の自然数であったのと、0 ≤ b < nで
あったので、b = 0でなければならない．つまり，q − 1 = an

となり，nは q − 1を割り切ることがわかる．
【巡回符号であること】C は RS符号であることと 28.4よ

り線形符号である．C の巡回性を示せば十分である。情報多
項式 f(X) ∈ Fq[X; k]に対して、Sc⃗(f) = c⃗(g)となる情報多
項式 g(X) ∈ Fq[X; k]の存在を示せば十分である。情報多項式

23q が素数 p の場合にはフェルマーの小定理 ap−1 ≡ 1 (modp)http:
//bit.ly/2Rm56Wwとして知られている。
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g(X)を以下のように選ぶ。

g(X)
def
= f(β−1X) = f(βn−1X) ∈ Fq[X; k]

すると、　

Sc⃗(f)

= S
(
f(β0), f(β1), . . . , f(βn−1)

)
=
(
f(βn−1), f(β0) . . . , f(βn−3), f(βn−2)

)
(a)
=
(
g(β0), g(β1), . . . , g(βn−1)

)
= c⃗(g)

となる。(a)では、g(X) = f(βn−1X)を使った。C は右巡回
シフトに関して閉じていることがわかった。 □

例 36.2 (巡回RS符号の計算例). F4 := F2[X]/〈1 +X +X2〉
に対して、β := [01] ∈ F4は 3乗するとはじめて [10]になる。
βによって定義される F4上の [3, 2, 2]RS符号を考える。

C := {(f(β0), f(β1), f(β2) | f(X) ∈ F4[X; 2]}
= {(f([10]), f([01]), f([11])) | f(X) ∈ F4[X; 2]}

16通りの情報多項式 f(X) ∈ F4[X; 2]に対して、符号多項式
c(X)は以下の通り与えられる。
f=([00][00]),c=([00][00][00])

f=([10][00]),c=([10][10][10])

f=([01][00]),c=([01][01][01])
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f=([11][00]),c=([11][11][11])

f=([00][10]),c=([10][01][11])

f=([10][10]),c=([00][11][01])

f=([01][10]),c=([11][00][10])

f=([11][10]),c=([01][10][00])

f=([00][01]),c=([01][11][10])

f=([10][01]),c=([11][01][00])

f=([01][01]),c=([00][10][11])

f=([11][01]),c=([10][00][01])

f=([00][11]),c=([11][10][01])

f=([10][11]),c=([01][00][11])

f=([01][11]),c=([10][11][00])

f=([11][11]),c=([00][01][10])

巡回性を有する符号多項式毎に分類されるように並び替える
と以下のようになる。確かに巡回性が満たされている。
f=([00][00]),c=([00][00][00])

f=([10][00]),c=([10][10][10])

f=([01][00]),c=([01][01][01])

f=([11][00]),c=([11][11][11])

f=([11][10]),c=([01][10][00])

f=([11][01]),c=([10][00][01])

f=([11][11]),c=([00][01][10])

f=([00][10]),c=([10][01][11])

f=([00][01]),c=([01][11][10])

f=([00][11]),c=([11][10][01])

f=([10][11]),c=([01][00][11])

f=([10][10]),c=([00][11][01])

f=([10][01]),c=([11][01][00])

f=([01][01]),c=([00][10][11])

f=([01][11]),c=([10][11][00])

f=([01][10]),c=([11][00][10])
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β = [01]を n =3乗するとはじめて [10]になる。情報多項式
f(X) = X に対応する符号語は

([10], [01], [11]) (36.3)

であるが、これの右巡回シフトは

([11], [10], [01]) (36.4)

である。
ここで g(X) = [01]−1X = [11]X を考え、この多項式に対

応する符号語を考えると、

(g([01]0), g([01]1), g([01]2))

= (g([10]), g([01]), g([11]))

= ([11][10], [11][01], [11][11])

= ([11], [10], [01])

となり f(X)に対応する符号語 (36.3)を右巡回シフトしたベ
クトル (36.4)に等しくなっている。 □

37 巡回符号は剰余類環F[X]/〈Xn−1〉のイデ
アルである

Fをスカラーとする符号長 nの線形符号は，Fnの部分線形
空間として代数的な特徴付けをすることができる．この節で
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は，Fをスカラーとする長さ nの巡回符号が，多項式剰余類環
F[X]/〈Xn − 1〉のイデアルとして特徴付けられること 37.5を
導くことにより，巡回符号の代数的な構造を明らかにする．
定義 37.1 (剰余類環 F[X]/〈Xn − 1〉と多項式空間 F[X;n]は
同型な線形空間である). n次未満の多項式環 F[X;n]と多項式
剰余類環 F[X]/〈Xn − 1〉は，23.5より n次未満の多項式から
なるので，ともに要素数は同じ |F|n個である．また，F[X;n]

と F[X]/〈Xn − 1〉にそれぞれ自然に定義された和とスカラー
倍によって，F上の線形空間となる。さらに，全単射である線
形写像

f(X) ∈ F[X;n] 7→ [f(X)] ∈ F[X]/〈Xn − 1〉

により、F上の線形空間として、F[X;n]と F[X]/〈Xn − 1〉は
同型になる。この対応を用いて、 f(X) ∈ F[X;n]と [f(X)] ∈
F[X]/〈Xn − 1〉を同一視して、文脈に応じて解釈することと
する。 □

証明. F[X;n]は，F[X;n]上の和と定数多項式倍をスカラー倍
として定義すれば，F上の線形空間になる．F[X]/〈Xn− 1〉が
F上の線形空間になるのは，和はすでに定義されているので，
a ∈ F, [f(X)] ∈ F[X]/〈Xn − 1〉に対してスカラー倍を

a[f(X)]
def
= [af(X)] ∈ F[X]/〈Xn − 1〉 (37.2)

と定義すればよい． □
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命題 37.3. 多項式 c(X) ∈ F[X;n] と多項式剰余類環
F[X]/〈Xn − 1〉の剰余類 [·]に対して次が成り立つ．

Sic(X) = [Xic(X)]

この等式は 37.1の対応によりSic(X) ∈ F[X;n]と [Xic(X)] ∈
F[X]/〈Xn − 1〉が一致することを表している．言い換えると，
c(X)を i回右巡回シフトした多項式はXic(X)をXn − 1で
割った剰余多項式と一致する

Sic(X) = Xic(X) mod Xn − 1

ことを表している． □

証明. （ i = 1 の場合）c(X) =
∑n−1

j=0 cjX
j とおく剰余環で

は [Xn] = [1] だから

Xc(X) =

n−1∑
j=0

cjX
j+1 = cn−1X

n +

n−2∑
j=0

cjX
j+1

≡ cn−1 +

n−2∑
j=0

cjX
j+1

右辺の Xj の係数はちょうど cj−1（添字は modn ）なので

[Xc(X)] =
n−1∑
j=0

cj−1X
j = Sc(X)
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よって Sc(X) = [Xc(X)] が示された．一般の i について上で
示した Sc = [Xc] と，[·] が環準同型であることから

Sic = S
(
Si−1c

)
= S

([
Xi−1c

])
= [X]

[
Xi−1c

]
=
[
Xic

]
が帰納法で従う．以上より命題が成立する。 □

例 37.4. (1101) = 1 +X +X3 ∈ F2[X; 4]を 1回右巡回シフ
トすると (1110) = 1 +X +X2になる。

X(1 +X +X3) = X +X2 +X4

≡ 1 +X +X2(modX4 − 1)

= (1110)

(1234) = 1 + 2X + 3X2 + 4X3 ∈ F5[X; 4]を 1回右巡回シフ
トすると (4123) = 4 +X + 2X2 + 3X3になる。

X(1 + 2X + 3X2 + 4X3)

= X + 2X2 + 3X3 + 4X4

= 4(X4 − 1) + 4 +X + 2X2 + 3X3

≡ 4 +X + 2X2 + 3X3(modX4 − 1)

= (4123)

□
次の定理により巡回符号C ⊂ F[X;n]はC ⊂ F[X]/〈Xn−1〉

のイデアルとみなせることが分かる．
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定理 37.5. 以下は同値である。

1. C ⊂ F[X;n]は符号長 nの F上の巡回符号である

2. C ⊂ F[X]/〈Xn − 1〉は剰余類環 F[X]/〈Xn − 1〉のイデ
アルである

□

証明. 【2 ⇒ 1】イデアルの元 [c(X)] ∈ C に対して、C のイ
デアル性により任意の整数 iに対して、C の巡回性:

Sic(X)
37.1
= [Sic(X)]

37.3
= [Xic(X)]

(a)
= [Xi][c(X)]

(b)
∈ C

が成り立つ。(a)では剰余類環演算の定義 23.1、(b)ではイデ
アルの性質 (21.2)を使った。同じ理由から、任意のスカラー
a ∈ Fと符号語 c(X), c′(X) ∈ C に対して、

ac(X)
37.1
= [ac(X)]

(a)
= [a][c(X)]

(b)
∈ C

c(X) + c′(X)
37.1
= [c(X) + c′(X)]

(a)
= [c(X)] + [c′(X)]

(b)
∈ C

である。C の線形性が示せた。これより、C が巡回符号であ
ることが分かる。
【1⇒ 2】[c(x)] ∈ Cと [u(X) :=

∑n−1
i≥0 uiX

i] ∈ F[X]/〈Xn−
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1〉に対して

[u(X)][c(X)] =
[∑n−1

i≥0 uiX
i
]
[c(X)]

(a)
=
∑n−1

i=0 [uiX
i
]
[c(X)]

(37.2)
=

∑n−1
i=0 ui[X

i
]
[c(X)]

(a)
=
∑n−1

i=0 ui[X
ic(X)]

37.3
=
∑n−1

i=0 ui S
ic(X)︸ ︷︷ ︸
∈C

(c)
∈ C

となりイデアルの積に関する閉性 (21.2)が満たされる。(c)で
は、符号Cの線形性を用いた。さらに、[c(X)], [c′(X)] ∈ Cに
対して、

[c(X)] + [c′(X)]
(a)
= [c(X) + c′(X)]

37.1
= c(X) + c′(X)

(c)
∈ C

となるので，C は加群である。したがって、C が剰余類環
F[X]/〈Xn − 1〉のイデアル 21.3であることが分かる。 □

38 巡回符号の生成多項式
この節では，巡回符号のいくつかの性質を導き，符号化に

有用な生成多項式を学ぶ．
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定理 38.1. 多項式剰余類環 Fq[X]/〈Xn − 1〉のイデアル I(巡
回符号である)に対して、I に属する非ゼロ多項式で最小の次
数を持つものを [g(X)]とする。以下が成り立つ。

1. I の生成元 [g(X)]の g(X) ∈ F[X;n]は Xn − 1を割り
切る。

2. Iは一つの生成元 [g(X)] ∈ Iで生成される。I = 〈[g(X)]〉

□

証明. 1. イデアル I の生成元 g(X)は Xn − 1を割り切る
ことを主張する。割り切れないと仮定すると

(Xn − 1)÷ g(X) =商 q(X)あまり r(X) 6= 0

言い換えると、

(Xn − 1) = g(X)× q(X) + r(X)

deg r(X) < deg g(X)

となる。これより

r(X) = −g(X)× q(X) mod Xn − 1

= g(X)× (−q(X)) mod Xn − 1

対応する剰余類で表すと、

[r(X)] = [g(X)]× [−q(X)] ∈ I
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となる。[r(X)]はイデアル I の要素であり、r(X)は非
ゼロで g(X)より小さい次数を持ち g(X)の選び方に矛
盾する。従ってXn − 1は g(X)の多項式倍である。

2. 剰余類環 Fq[X]/〈Xn − 1〉のイデアル I が与えられたと
する。自明な I、言い換えると I = {[0]}の場合と I =

Fq[X]/〈Xn− 1〉の場合を考えよう。このとき、Iが一つ
の要素、それぞれ [0]と [1]で生成されることは明らかで
ある。

{[0]} = 〈[0]〉,Fq[X]/〈Xn − 1〉 = 〈[1]〉

非自明なイデアル I に対して証明を与える24。任意の
[f(X)] ∈ I に対して [f(X)] = [a(X)][g(X)] となる
[a(X)] ∈ F[X]/〈Xn − 1〉が存在することを示せば良い．
[f(X)] ∈ I となる f(X) ∈ F[X;n]は g(X)によって割
り切れることを主張する．割り切れないと仮定して矛盾
を導く．1より g(X)|Xn− 1であるから，deg g(X) ≤ n

である．
f(X)÷ g(X) =商 q(X)あまり r(X)︸ ︷︷ ︸

̸=0

とする．言い換えると、
f(X) = q(X)× g(X) + r(X)

deg r(X) < deg g(X)

24教員用メモ：非自明であることは使っていないのでは？
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となる。これらを F[X]/〈Xn − 1〉の剰余類で表した

[r(X)] = [f(X)]︸ ︷︷ ︸
∈I

− [g(X)]× [q(X)]︸ ︷︷ ︸
∈I

はイデアルの加群性から I の要素であり、r(X)は非ゼ
ロで g(X)より小さい次数を持ち g(X)の選び方に矛盾
するので、r(X) = 0となる，つまり任意の [f(X)] ∈ I

に対して [q(X)] ∈ F[X]/〈Xn − 1〉が存在して [f(X)] =

[q(X)][g(X)]となることが示された．これより，[g(X)]

はイデアル I の生成元であることがわかる。
□

定義 38.2 (生成多項式). 巡回符号Cに含まれる、次数最小の
モニックな非零符号語 g(X)を C の生成多項式という。ただ
し、Cの次元が 0である、すなわちC = {0}である場合には、
g(X) = Xn−1と定める。生成多項式の一意性は 38.4で示す。
□
例 38.3. 36.2の例で扱った巡回RS符号 Cの符号語をリスト
すると
([00][00][00]),([10][10][10]),([01][01][01]),([11][11][11]),

([10][01][11]),([00][11][01]),([11][00][10]),([01][10][00]),

([01][11][10]),([11][01][00]),([00][10][11]),([10][00][01]),

([11][10][01]),([01][00][11]),([10][11][00]),([00][01][10])

となる。これより、C の生成多項式は、

g(X) = [01] + [10]X

198



である。他の符号語で生成多項式となるものはないので、生
成多項式は唯一である。 □
定理 38.4. F上の [n, k]巡回符号Cと生成多項式 g(X)に対し
て次が成り立つ。

1. g(X)は C(F[X]/〈Xn − 1〉のイデアルとみなした)の生
成元である．

証明. 38.1の [g(X)]の定義より明らか． □

2. g(X)はXn − 1を割り切る。

証明. 38.1の 1より明らか． □

3. g(X)は C の非零符号語である。

証明. 生成多項式の定義より明らか。 □

4. C に対して g(X)は一意に決まる。

証明. 生成多項式が一意でないと仮定する。すなわち
g(X) 6= g′(X)なる生成多項式 g(X), g′(X)が存在する。
C が線形符号であることから g(X) − g′(X) 6= 0は符号
語であり、生成多項式のモニック性から g(X) − g′(X)

の次数は g(X), g′(X)より次数が少なくなる。さらに、
g(X) − g′(X)を適当に非零定数倍するとモニックにな
る。これは、生成多項式の次数の最小性に矛盾する。□
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5. 任意の符号語 c(X) ∈ C は g(X)で割り切れる25。

証明. ある符号語 c(X)が g(X)で割り切れないと仮定
する。すると、

c(X) = q(X)g(X) + r(X),

deg r(X) < deg g(X) (38.5)

となる、商と余り q(X), r(X)( 6= 0) ∈ F[X]が存在する。
deg c(X) < n であるから、deg(q(X)g(X)) < nとなる。
したがって，

q(X)g(X) = q(X)g(X) mod Xn − 1

23.5
= [q(X)g(X)]

23.1
= [q(X)][g(X)]∈C

となる。ここで，[g(X)]がCの生成元であることを使っ
た．したがって、

r(X) = c(X)− q(X)g(X) ∈ C

となり、0 6= r(X) ∈ Cを得るが、(38.5)は g(X)の次数
の最小性に矛盾する。 □

6. C は以下のように表せる。

C = {u(X)g(X) | u(X) ∈ F[X;n− deg g(X)]}
25教員用メモ：これも多項式剰余類環のイデアルの性質だけで示したい．
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これにより、Cの符号語多項式は g(X)に n− deg g(X)

次未満の情報多項式を乗じることで生成されることがわ
かる。これが g(X)が生成多項式と呼ばれる理由である。

証明. 5 より，符号語 c(X) ∈ C に対して，c(X) =

u(X)g(X) となる u(X) ∈ F[X;n − deg g(X)] が存在
する。逆に、u(X) ∈ F[X;n − deg g(X)] に対して、
u(X)g(X)の次数は n次未満なので，

u(X)g(X) = u(X)g(X) mod Xn − 1

= [u(X)g(X)]

= [u(X)][g(X)]
(a)
∈C

となる。(a)では 1の [g(X)]がイデアルCの生成元であ
ることを使った． □

7. k = n− deg g(X)である．

証明. 異なる u(X), u′(X) ∈ F[X;n − deg g(X)]に対し
て，c(X) = u(X)g(X), c′(X) = u′(X)g(X)とすると，
c(X) 6= c′(X) となるはずである．なぜなら，c(X) =

c′(X)と仮定すると，(u(X) − u′(X))g(X) = 0となり
g(X) 6= 0に矛盾する．したがって，このような u(X)を
すべて動かすことで，Cの符号語をすべて生成すること
ができる: |C| = |F|n−deg g(X)となる．一方，C は Fを
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スカラとする k次元線形符号であるから，|C| = |F|kと
なる．これらより，k = n− deg g(X)を得る． □

□
この定理 38.4は，巡回符号の生成多項式が満たすべき性質

を与えてくれた．次の 38.6は逆にこの性質を備えた多項式か
ら生成される多項式集合は巡回符号になることを主張してい
る．
命題 38.6. g(X) | Xn − 1, deg g(X) = n− kを満たすモニッ
クな非零多項式 g(X) ∈ F[X]を用いて定義される

C = {u(X)g(X) | u(X) ∈ F[X; k]} ⊂ F[X;n]

は、F上の [n, k]巡回符号となる。 □

証明. 演習問題で証明する。 □

命題 38.7 (巡回符号は割り算を用いて簡単に組織的に符号化
できる). C を F上の [n, k]巡回符号とする。C の生成多項式
を g(X) ∈ F[X,n − k]とする。下記のアルゴリズムは、情報
多項式 u(X) ∈ F[X; k]を入力とし、1対 1に対応する符号語
c(X)を出力する線形な符号化アルゴリズムであり、組織的な
符号化になっている。ここで言う組織的符号化とは、対応す
る符号語ベクトル c⃗に、情報ベクトル u⃗が部分ベクトルとし
て現れることを意味している。
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1. u(X)Xn−k を g(X) で割った商と剰余をそれぞれ
q(X), r(X)と書く。

u(X)Xn−k = q(X)g(X) + r(X),

deg r(X) < deg g(X) = n− k (38.8)

が成り立つ。

2. これを移項して、

u(X)Xn−k − r(X) = q(X)g(X) =: c(X) (38.9)

を符号語として出力する。

□

証明. (38.9)の右辺は g(X)の倍多項式になっているので、左
辺は C の符号語となっていることが分かる。

u(X)Xn−k − r(X) ∈ C with r(X) ∈ F[X;n− k]

u(X) 7→ u(X)Xn−kは、右に n− k回シフトする操作なので、
35.2より線形写像である。後で示す 38.10から u(X) 7→ r(X)

も線形写像であることがわかる。さらに、(38.8)より、r(X)

と u(X)Xn−k の共通する次数に非ゼロ係数を持たないので、
対応する符号語ベクトルは c⃗ = (−r⃗|u⃗)となる。これより、⃗cは
u⃗を一部に含んでおり組織的であることと、u(X) 7→ c(X)は
一対一であることが分かる。 □
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26

補題 38.10 (剰余の線形性). n ≥ mとする．m = deg g(X)な
る非零多項式 d(X) ∈ F[X;n]に対して、以下で定義される写
像 ϕ : F[X;n] 3 f(X) 7→ ϕ(f) ∈ F[X;m]は線形写像である。

ϕ(f) := f(X) mod d(X)

ただし、f(X) mod d(X)は f(X)を d(X)で割った剰余多項
式である。

証明. 表記を簡単にするために、多項式 f(X)を f と書く。

ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g),

ϕ(cf) = cϕ(f)

を示せばよい。多項式 f, gに対して、f/d, g/dの商と剰余が
剰余定理 24.1よりそれぞれ以下の通り与えられるとする。

f = qfd+ rf , deg rf < deg d

g = qgd+ rg, deg rg < deg d

このとき、

f + g = (qf + qg)d+ (rf + rg),

deg(rf + rg) < deg d

26教員用メモ:ここに符号化の例を与えたい．
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となる。したがって、

ϕ(f + g) = rf + rg = ϕ(f) + ϕ(g)

となる。スカラー c ∈ Fに対して、

cf = cqfd+ crf , deg crf < deg d

となるので、剰余定理 24.1より ϕ(cf) = cϕ(f)も言えて、主
張が導けた。 □
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39 @10巡回符号の生成行列とパリティ検査行
列

この節では，巡回符号の生成行列，パリティ検査行列を与
える．また，符号語多項式とかけると零多項式になるパリティ
検査多項式を与える．
命題 39.1 (巡回符号の生成行列). Fq 上の [n, k]巡回符号 C

の生成多項式が g(X) で与えられるとする。38.4 の 7 より，
deg g(X) = n− kである。つまり、

g(X) = g0 + g1X + · · ·+ gn−k−1X
n−k−1 + gn−k︸︷︷︸

=1

Xn−k

と書ける．ここで g(X)を，それぞれ 0, 1, . . . , k − 1回，右シ
フトした g(X), Xg(X), . . . , Xk−1g(X)に対応する k個の符
号語は

g(X) ↔ (g0, g1, . . . , gn−k−1, gn−k, 0, · · · , 0)
Xg(X) ↔ (0, g0, g1, . . . , gn−k−1, gn−k, 0, · · · , 0)

...

Xk−2g(X) ↔ (0, . . . , 0, g0, g1, . . . , gn−k−1, gn−k, 0)

Xk−1g(X) ↔ (0, . . . , . . . , 0, g0, g1, . . . , gn−k−1, gn−k)

となる．これらは一番右にある非ゼロ成分 gn−k = 1の位置が
すべて異なるから線形独立である。または、g0 6= 0であるこ
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と（証明は演習で行う）からも分かる。またベクトルの数 kは
C の次元 kに等しいからこれらのベクトルは基底を構成して
いる。従ってこれらのベクトルを縦に並べた Fq値 k × n行列

G =


g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0 · · · · · · 0
0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0
0 . . . . . . 0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k


が C の生成行列になる。 □
定義 39.2 (パリティ検査多項式). 符号長 nの巡回符号Cの生
成多項式 g(X)に対して、

h(X) := (Xn − 1)/g(X) (39.3)

を C のパリティ検査多項式という。(39.3)の割り算が割り切
れることは、38.4の 2で示した。 □
7.7を思い出そう．パリティ検査行列は符号語と掛けるとゼ

ロベクトルとなる行列であった．パリティ検査多項式は，符号
語多項式に掛けてXn− 1で割ったあまりが零多項式になる多
項式である．
命題 39.4 (巡回符号のパリティ検査行列). 符号長 nの F上の
巡回符号 C のパリティ検査多項式を h(X) =

∑k
i=0 hiX

iとす
る。以下が成り立つ。

1. deg h(X) = k, hk = 1である。
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2. c(X) ∈ F[X;n] に対して、c(X) ∈ C であることと、
c(X)h(X) ≡ 0(modXn − 1)であることは同値である。

3. 以下のH は C のパリティ検査行列である。

H =


hk hk−1 . . . h1 h0 0 · · · · · · 0

0 hk hk−1 . . . h1 h0 0 · · · 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 . . . 0 hk hk−1 . . . h1 h0 0

0 . . . . . . 0 hk hk−1 . . . h1 h0


□

証明. 1. deg g(X) = n−k, gn−k = 1であったから、(39.3)

より明らか。

2. c(X)が Cの符号語であるとすると、38.4の 6より生成
多項式 g(X) と情報多項式 u(X) ∈ F[X; k] を用いて、
c(X) = u(X)g(X)と書ける。これより，次が成り立つ．

c(X)h(X) = u(X)g(X)h(X)

(39.3)
= u(X)(Xn − 1) (39.5)

≡ 0(mod Xn − 1)

逆に c(X) ∈ F[X;n]に対して c(X)h(X) ≡ 0とすると、

c(X)h(X) = u(X)(Xn − 1) = u(X)g(X)h(X)
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なる多項式 u(X) ∈ F[X; k]が存在する。これより(
c(X)− g(X)u(X)

)
h(X) = 0

となるが、非ゼロ多項式どうしの積はゼロにはならない
のと第 2因子 h(X)は非ゼロなので、第一因子がゼロ、
すなわち c(X) = u(X)g(X)となるはずである。これよ
り、c(X)が C の符号語であることがわかる。

3. まず、Hc⃗ = 0⃗ であることを示す。(39.5) の右辺
u(X)Xn−u(X)の第１項は j次 (n ≤ j < n+k)以外の係
数はゼロであり第２項は j次 (0 ≤ j < k)以外の係数はゼ
ロである。よって、u(X)Xn−u(X)の j (k ≤ j ≤ n−1)

次の係数は 0である。したがって、(39.5)の左辺を展開
した多項式

c(X)h(X) =
∑
j≥0

(

j∑
i=0

cihj−i)X
j

の j (k ≤ j ≤ n− 1)次の係数も 0となる。
j∑

i=0

cihj−i = 0 for j = k, k + 1, . . . , n− 1

これを行列で表すとHc⃗ = 0⃗である。これは、GHT = 0

を意味する。つぎに、対角成分にhk = 1が並んでいるこ
とからフルランクである rank(H) = n− kとなる。した
がって、7.13より、HはCのパリティ検査行列となる。
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□
例 39.6. 36.2の例で扱った [n = 3, k = 2]巡回 RS符号 C の
符号語を列挙すると
([00][00][00]),([10][10][10]),([01][01][01]),([11][11][11]),

([10][01][11]),([00][11][01]),([11][00][10]),([01][10][00]),

([01][11][10]),([11][01][00]),([00][10][11]),([10][00][01]),

([11][10][01]),([01][00][11]),([10][11][00]),([00][01][10])

となる。これより、C の生成多項式は、

g(X) = [01] + [10]X

であった。パリティ検査多項式は、

h(X) = (Xn − 1)/ ([01] + [10]X) = [11] + [01]X +X2

となる。TODO:h(X)c(X) ≡ 0となる例を与える。 □

40 巡回符号の双対符号
線形符号一般では，主符号のパリティ検査行列が双対符号

の生成行列となり，主符号の生成行列が双対符号のパリティ検
査行列となるという，いわゆる「双対性」が成立する．すなわ
ち，C と C⊥ の間には役割が反転する対称的な対応がある。
しかし，巡回符号の場合，生成多項式 g(X) とパリティ検査

多項式 h(X) の間には，このような単純な「役割の反転」は
生じない。実際，g(X) をそのまま「反転」させて C⊥ のパリ
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ティ検査多項式や生成多項式を得ることはできず，一般の線
形符号で見られるような形式的な双対性は，多項式表現のレ
ベルでは成立しない。
したがって，巡回符号の双対符号がどのような生成多項式

を持つのかは，一般の線形符号とは別に，巡回構造に基づい
た特有の議論を必要とする。この節では，巡回符号の双対符
号もまた巡回符号になること，およびその生成多項式を具体
的に決定する方法を明らかにする。
定理 40.1 (巡回符号の双対符号は巡回符号). 非自明な体 F 6=
{0} 上の [n, k]巡回符号Cは，生成多項式 g(X) =

∑n−k
i=0 giX

i

とパリティ検査多項式 h(X) =
∑k

i=0 hiX
iを有しているとす

る．k次の多項式 g⊥(X) ∈ F[X; k]を定義する．

g⊥(X)
def
= h−1

0 Xkh(1/X)

= h−1
0 (hk + hk−1X + · · ·+ h1X

k−1 + h0X
k)

g⊥(X)は，h(X)の係数 h0, . . . , hkを逆順に並べた k次多項式
をモニック化したものである．このとき，以下が成り立つ。

1. h0 6= 0

2. g⊥(X) | Xn − 1である．これと 38.6により，g⊥(X)は
ある巡回符号 C ′の生成多項式となることが分かる．

3. C ′ = C⊥である．したがって，双対符号C⊥は巡回符号
である．g⊥(X)は双対符号 C⊥の生成多項式である．
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C の双対符号 C⊥は巡回符号であり、g⊥(X)は C⊥の生成多
項式である． □

証明. 1. まず、h0 6= 0であることを示す。h0 = 0と仮定する
と h(0) = 0となる。一方、Xn − 1 = g(X)h(X)である。こ
れから、左辺 |X=0 = −1で右辺 |X=0 = 0となることになる
が、−1 6= 0なので27、矛盾する。
2. 次に，g⊥(X) | Xn − 1を示す．h(X)はパリティ検査多

項式であったから、g(X)h(X) = Xn − 1 が成り立つ。X を
1/X に置き換えることで、多項式でなくなるが形式的に

g(1/X)h(1/X) = (1/X)n − 1

が成り立つ。deg g(X) = n− k, deg h(X) = kであった。これ
らが多項式になるように、両辺にXnを乗じて、多項式の等式

Xn−kg(1/X)︸ ︷︷ ︸
∈F[X]

Xkh(1/X)︸ ︷︷ ︸
=h0g(X)⊥∈F[X]

= 1−Xn

を得る。これは、g⊥(X) := h−1
0 Xkh(1/X)がXn − 1を割り

切ることを意味している。
3. 39.1と 39.4から，C の生成行列 Gとパリティ検査行列

270 = 1だと仮定すると x = x · 1 = x · 0 = 0 for x ∈ Fとなり自明な体
F = {0}となる。
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H はそれぞれ g(X), h(X)を用いて，

G =


g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0 · · · · · · 0
0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k 0
0 . . . . . . 0 g0 g1 . . . gn−k−1 gn−k



H =


hk hk−1 . . . h1 h0 0 · · · · · · 0
0 hk hk−1 . . . h1 h0 0 · · · 0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

0 . . . 0 hk hk−1 . . . h1 h0 0
0 . . . . . . 0 hk hk−1 . . . h1 h0


と構成できた。g⊥(X)を生成多項式とする巡回符号C ′の生成
行列は 1

h0
Hで与えられることが分かる．一方，7.7から，Cの

パリティ検査行列 1
h0
H は双対符号C⊥の生成行列になる。し

たがって，g⊥(X)を生成多項式とする巡回符号C ′はC⊥であ
ることがわかった． □

41 体の元の位数に関する性質
次の節で学習する有限体の便利な性質「原始元が存在する」

ことの証明に使用するいくつかの補題を導く．28
定義 41.1 (位数). 体 Fの非零元 α ∈ Fに対して、

α1, α2, . . . ,

28教員用メモ：証明は直感的に説明しにくいので、証明は概要を述べる
だけにする。
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と並べたときに初めて単位元 1になる αi = 1に対して、iを
αの位数といい、ord(α)と書く。ord(1) = 1である。 □

補題 41.2 (41.5, 41.6で使用する). 有限体の非零の元 αに対
して、i := ord(α)とする。このとき、以下が成り立つ。

αj = 1⇔ i | j

証明. (⇐の証明)i | jならば j = ihとなる整数 hが存在する。
αj = αih = (αi)h = 1h = 1となる。
(⇒の証明)

j/i =商 q余り r (41.3)

とする。0 ≤ r < iである。αj = 1ならば、

1 = αj = αiq+r = (αi)qαr [i=ord(α)]
=== αr

となる。r 6= 0つまり r > 0を仮定すると、位数 i := ord(α)

の定義の最小性に矛盾する。したがって、r = 0となる。これ
を (41.3)に代入して i | jを得る。 □

定義 41.4. 自然数 nの素因数の重複を許した集合を (n)と書
く。例えば、(72) = {2, 2, 2, 3, 3}である。この表記を用いい
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ると次が成り立つ。
(1) =空集合
n | m⇔ (n) ⊂ (m)

(gcd(n,m)) = (n) ∩ (m),

gcd(n,m) = 1⇔ (n)と (m)に交わりはない
(nm) = (n) ∪ (m),

(n/m) = (n) \ (m) for m | n

n =
∏
p∈(n)

p

となる。 □

補題 41.5 (ベキの位数の評価、42.4と 45.5で使用する). 有
限体の非零の元 αに対して、以下が成り立つ。

ord(αj) = ord(α)/ gcd
(
ord(α), j

)
この命題は、元 α の j 乗の位数がどうなるかを教えてくれて
います。
証明. k := ord(αj), i := ord(α),m := gcd(ord(α), j)として、
k = i/mを示す。
【i/m | kを示す】k = ord(αj)より、1 = (αj)k = αjk とな
る。41.2より i | jkを得る。これと gcd(i, j) = mから
i/m | kを得る。実際、(i) ⊂ (j) ∪ (k)と (i) ∩ (j) = (m)よ
り、(i) \ (m) ⊂ (k)はベン図を書けば明らかに成り立つ。
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【k | i/mを示す】i = ord(α)より、(αj)i/m = (αi)j/m = 1

である。41.2より、k | i/mを得る。 □

補題 41.6 (互いに素な位数を有する 2つ元の積の位 数は、そ
れらの位数の積になる．42.4で使用する). 有限体 Fの非零の
元 α, β ∈ Fに対して、i := ord(α), j := ord(β)とする。以下
が成り立つ。

gcd(i, j)= 1⇒ ord(αβ) = ij

42.14で、有限体の非零元は周期性を持つ巡回群となること
を学ぶ。この命題は、周期が互いに素な 2つの回転（元）を組
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み合わせると、その合成の周期は単純にかけ算になることを
教えてくれている。

証明.

(αβ)ij = αijβij = (αi)j(βj)i = 1× 1 = 1

となる。41.2より、

ord(αβ) | ij

を得る。これと gcd(i, j) = 1から、i′ | i, j′ | jとなる整数 i′, j′

が存在して、

ord(αβ) = i′j′ (41.7)

となることを意味する。あとは、gcd(i, j) = 1⇒ i = i′, j = j′

を示せば十分である。(41.7)より、(αβ)i
′j′ = 1である。

1 =
(
(αβ)i

′j′
)i/i′

= αij′βij′ = 1× βij′ = βij′

1 =
(
(αβ)i

′j′
)j/j′

= αi′jβi′j = αi′j × 1 = αi′j

となる。これらと 41.2より、それぞれ j | ij′, i | i′j を得る。こ
れらと i′ | i, j′ | jと gcd(i, j) = 1から、j = j′, i = i′を得る。
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cloi

いi

よじ①とO鈎
:lor)cl からり = いがわかる

同様にして ) = )Cci ψL ) からがわかる。

□

42 体の原始元
この節では，有限体の元を表現するのにとても便利な原始

元を学ぶ．
定義 42.1 (原始元). サイズ qの有限体 Fqの元 α ∈ Fqの位数
が q − 1、言い換えると

q − 1 = ord(α)

であるとき、αは Fqの原始元であるという。原始元α ∈ Fqを
用いて、Fq を、αのべきの形で網羅的に列挙したものにゼロ
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を付け加えた集合

Fq = {0, α0 = αq−1 = 1, α1, . . . , αq−2}

と表すことができる。原始元が存在することは、定理 42.4で
証明する。 □
例 42.2. 既約多項式 1 + X + X2 によって構成された F4 :=

F2[X]/〈1 + X + X2〉 = {[00], [10], [01], [11]}に対して、位数
を計算して原始元を見つよう。

[10] = 1なので ord([10]) = 1 ,

[01]2 = [11], [01]3 = [11]× [01] = [10]なので ord([01]) = 3 ,

[11]2 = [01], [11]3 = [01]× [11] = [10]なので ord([11]) = 3

となり、[01], [11]のふたつは F4の原始元である。 □
例 42.3. F11 := Z/11Zの演算表を示す。
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x | [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]

----+---------------------------------------------

[0] | [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[1] | [0] [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8] [9] [10]

[2] | [0] [2] [4] [6] [8] [10][1] [3] [5] [7] [9]

[3] | [0] [3] [6] [9] [1] [4] [7] [10][2] [5] [8]

[4] | [0] [4] [8] [1] [5] [9] [2] [6] [10][3] [7]

[5] | [0] [5] [10][4] [9] [3] [8] [2] [7] [1] [6]

[6] | [0] [6] [1] [7] [2] [8] [3] [9] [4] [10][5]

[7] | [0] [7] [3] [10][6] [2] [9] [5] [1] [8] [4]

[8] | [0] [8] [5] [2] [10][7] [4] [1] [9] [6] [3]

[9] | [0] [9] [7] [5] [3] [1] [10][8] [6] [4] [2]

[10]| [0] [10][9] [8] [7] [6] [5] [4] [3] [2] [1]

[2]0 = [1], [2]1 = [2], [2]2 = [4], [2]3 = [8],

[2]4 = [5], [2]5 = [10], [2]6 = [9], [2]7 = [7],

[2]8 = [3], [2]9 = [6], [2]10 = [1]

となり、[2] ∈ F11は F11の原始元であることが分かる。 □
定理 42.4 (原始元の存在). サイズ qの有限体Fqには原始元が
存在する。Fq に存在する原始元の数はオイラー関数 ϕ(q − 1)

で与えられることは、演習で扱う。 □

証明. 位数が最大となる Fq の非零元を α 6= 0と書く。i :=

ord(α) とする。最大位数元 αが定義できるためには、すべて
の非零元の位数が有限でなければならない。これは演習で証
明する。この最大位数元 αが原始元であることを主張する。
i = q − 1であることを示せば十分である。
【i ≤ q − 1であること】α1, α2, . . . , αi = 1 ∈ Fq \ {0}はすべ
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て異なることを主張する。すべて異なるわけではない、つまり

αi1 = αi2 with 0 ≤ i1 < i2 ≤ i

と仮定すると、αi2−i1 = 1 with 0 < i2 − i1 < iとなり、i =

ord(α)であることに矛盾する。これより、α1, α2, . . . , αi = 1 ∈
Fqは全て異なっていることがわかる。非ゼロ元のべきは非ゼロ
になることと、Fqの非ゼロ元は q−1個あることから、i ≤ q−1
が導ける。
【i ≥ q − 1であること】非零元 β( 6= 0) ∈ Fq に対して、j :=

ord(β) とする。非零元位数 jと最大位数 iに対して、

j | i (42.5)

であることを主張する。j | iでないと仮定する。すると、(j) 6⊂
(i)であるから、(j)はある素因子 p ∈ (j)を (i)より多く含ん
でいるはずである。この数をそれぞれ k, lとすると、

i = pki′,

j = plj′,

with l > k, (42.6)

gcd(p, i′) = 1 (42.7)

gcd(p, j′) = 1 (42.8)

と書けるはずである。41.5より、以下が成り立つ。iは αの
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位数。

ord(αpk)
41.5
= i/ gcd(i, pk) = pki′/pk = i′

ord(βj′)
41.5
= j/ gcd(j, j′) = plj′/j′ = pl

(42.7)と (42.8)より、これらの位数は互いに素:gcd(i′, pl) = 1

となる。これと 41.6[互いに素な位数を有する２つ元の積の位
数は、それらの位数の積になる]より、

ord(αpk × βj′)
41.6
= ord(αpk)ord(βj′) = pli′

(42.6)
> pki′ = i

となる。iより大きな位数の元 αpk × βj′ ∈ Fが存在すること
になり αが最大位数元であることに矛盾するので、結局 j | i
となる。これを用いて、

βi = βji/j = (βj)i/j = 1

となる。非ゼロ要素 β ∈ Fqは任意に選ばれたことを思い出す
と、Fq の q − 1個の非零元 β はすべて −1 +Xiの根である、
正確に述べると

β ∈ Fq, β 6= 0 =⇒ −1 + βi = 0 (42.9)

であることが分かる。代数の基本定理により、次数 iの多項式は
高 i々個の根しかもたないので、−1+Xiの根の個数= q−1 ≤ i

となる。
【まとめ】まとめると、最大位数元 α ∈ Fqの位数 iは q− 1

に一致し、αは原始元になることが分かる。 □
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定理 42.10 (一般化されたフェルマーの小定理). サイズ qの
有限体の任意の元 αは、f(X) := Xq −X に対して f(α) = 0

を満たす。29 これより、αq = αとなることが分かる。さらに，∏
α∈Fq

(X − α) = Xq −X,

∏
α∈F×

q

(X − α) = Xq−1 − 1

 (42.11)

が成り立つ． □

証明. α = 0に対しては、明らか。(42.9)より、非零元 α ∈ Fq

に対して、αq−1 = 1であったから、f(α) = αq − α = 0は成
り立つ。Xq −X は Fq の元をすべて根に持つ。代数の基本定
理からXq −Xは高々q− 1個の異なる元を有するので、これ
以外の根は持たいない。これより，(42.11)が分かる． □

系 42.12. 有限体 Fq の非零元の位数は q − 1を割り切る。

証明. (42.5) より分かる。 □

定義 42.13 (巡回群 (cyclic group)). ある群Gが一つの元 g ∈
Gを用いて、

G = {gn | n ∈ Z, n ≥ 0}

29q が素数 p の場合にはフェルマーの小定理 ap−1 ≡ 1 (mod p)http:
//bit.ly/2Rm56Wwとして知られている。
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と書けるとき、Gは gによって生成される巡回群であるとい
い、G = 〈g〉と書く。GのサイズをGの位数という。 □
命題 42.14 (有限体の乗法群は巡回群になる). 有限体 Fqの非
零の元の集合 F×

q は乗法に関して位数 q − 1巡回群をなす。□

証明. 非零の元の集合は、原始元 αによって、

F×
q = {α1, . . . , αq−1(= 1)}

と書けた。任意の n ∈ Zに対して、

αn = αn mod q−1 ∈ F×
q

である。これから、主張が正しいことが分かる。 □

命題 42.15 (有限体上のべき乗計算の効率的な方法). 非零元
β ∈ Fq に対して、べき乗 βnを大きな n � 1でも高速に計算
したい。以下のようにして原始元 α ∈ Fqを用いて効率的に計
算することができる。

1. 1, α, α2, . . . , αq−2の順で F×
q の要素を列挙する。

2. αk = βとなる k ∈ {0, 1, . . . , q − 2}を求める。

3. j := kn mod q − 1を求める。

4. βn = αj として、出力する。

□

224



証明. kn/(q − 1) = 商 a 余り j とすると、βn = (αk)n =

αkn = αa(q−1)+j = αa(q−1)αj = (α(q−1))aαj = αj となる。
□

43 原始元による有限体の表現 @11

例 43.1. 既約多項式 f(X) = 1+X +X6 ∈ F2[X]で定義され
る F64 = F2[X]/〈f(X)〉に対して、α := [X]は原始元である。
[1 +X +X6] = [0]なので、

1 + α+ α6 = 0 (43.2)

となる。これを利用して、べき表現と 6次未満の αの多項式
表現またはそれと等価な長さ 6のベクトル表現を 43.3のよう
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に得ることができる。例えば、

α1 = [010000] α2 = [001000] α3 = [000100]

α4 = [000010] α5 = [000001]

α6 (43.2)
= 1 + α = [110000]

α7 = α× α6 = α(1 + α) = α+ α2 = [0110000]

α8 = α× α7 = α(α+ α2) = α2 + α3 = [0011000]

...

α54 = α× α53 = α× ( α+ α3 + α5 ) = α2 + α4 + α6

(43.2)
= 1 + α+ α2 + α4 = [ 111010 ]

である。この表を用いて、乗算はべき表現によって、加算は
ベクトル表現によって、簡単に行うことができる。上記の議
論は、原始多項式の定義をしたあとで一般的に 45.7でもう一
度議論する。
注意：任意の既約多項式 f(X) に対して、[X] ∈

Fp[X]/〈f(X)〉 が原始元になるとは限らないので注意し
よう。例えば、1 + X + X2 + X3 + X4 ∈ F2[X]は既約多項
式だが [X] ∈ F2[X]/〈1 + X + X2 + X3 + X4〉は下記の計
算により [X]5 = 1となり、15乗する前に 1になってしまう
ので、原始元ではない。[X]4 = 1 + X + X2 + X3, [X]5 =

XX4 = X(1 + X +X2 +X3) = X((1 + X +X2) + X3) =

(X+X2+X3)+X4 = (X+X2+X3)+1+X+X2+X3 = 1
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□
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α1 = [010000]

α2 = [001000]

α3 = [000100]

α4 = [000010]

α5 = [000001]

α6 = [110000]

α7 = [011000]

α8 = [001100]

α9 = [000110]

α10 = [000011]

α11 = [110001]

α12 = [101000]

α13 = [010100]

α14 = [001010]

α15 = [000101]

α16 = [110010]

α17 = [011001]

α18 = [111100]

α19 = [011110]

α20 = [001111]

α21 = [110111]

α22 = [101011]

α23 = [100101]

α24 = [100010]

α25 = [010001]

α26 = [111000]

α27 = [011100]

α28 = [001110]

α29 = [000111]

α30 = [110011]

α31 = [101001]

α32 = [100100]

α33 = [010010]

α34 = [001001]

α35 = [110100]

α36 = [011010]

α37 = [001101]

α38 = [110110]

α39 = [011011]

α40 = [111101]

α41 = [101110]

α42 = [010111]

α43 = [111011]

α44 = [101101]

α45 = [100110]

α46 = [010011]

α47 = [111001]

α48 = [101100]

α49 = [010110]

α50 = [001011]

α51 = [110101]

α52 = [101010]

α53 = [010101]

α54 = [ 111010 ]

α55 = [011101]

α56 = [111110]

α57 = [011111]

α58 = [111111]

α59 = [101111]

α60 = [100111]

α61 = [100011]

α62 = [100001]

α63 = [100000]

図 43.3: F64の原始元のべき表現とベクトル表現
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44 標数と有限体の要素数
これまでに、素数のべきのサイズで表される有限体を構成

する方法を学んだ。この節では、この方法で与えられたとは
限らない任意の有限体のサイズは、素数のべきで与えられる
こと 44.5を学ぶ。
定義 44.1 (標数 (characteristic)). 体 Fにおいて乗法単位元 1

をm回足したものを

mF :=

m 回︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1

と書く。mF = 0となる最小のm > 0を Fの標数という。F
の標数が存在しない場合には、F の標数は 0 と定義される。
0F = 0, 1F = 1である。 □
命題 44.2. 有限体 Fの標数は素数である。 □

証明. Fの標数mが合成数であると仮定する。

m = i× j, with 1 < i, j < m (44.3)

mが標数であることから，

0F = mF = (i× j)F = iF × jF

が成り立つ。これより、iF = 0 or jF = 0であるが、(44.3)か
ら標数mの最小性に矛盾する。 □
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命題 44.4. 標数 pの有限体 Fに対して、

F(p) := {0F, 1F, . . . , (p− 1)F}

は Fと同じ演算によって位数 pの体となる。 □

証明. ここで、要素数 pの有限体

Fp := Z/pZ = {[0], [1], . . . , [p− 1]}

に対して、全単射

ϕ : iF ∈ F(p) 7→ [i] ∈ Fp

を考える。この対応によって、演算結果も対応する（同型と
なる）。

iF + jF 7→ [i+ j] = [i] + [j]

iF × jF 7→ [i× j] = [i]× [j]

したがって、F(p) ⊂ Fは体となることが分かる。 □

定理 44.5. 要素数 qで標数 pの有限体Fに対して、要素数 qは
標数 pのべき乗で表される。正確に述べると、ある整数 u ≥ 1

が存在して、以下が成り立つ。

q = pu

□
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証明. まず、有限体 Fを F(p)上の線形空間とみなすことがで
きることを示す。Fの要素 x, yは

x+ y ∈ F,

iF(x+ y) = iFx+ iFy ∈ F

を満たすから、Fは体F(p)上の線形空間となる。この線形空間
の次元を uとする。もし uが無限ならば Fが無限集合になっ
てしまうから、uは有限でなければならない。F(p)上の u次元
線形空間はサイズ uの基底によって張られるので、Fの要素
数は |F(p)|u = puとなる。 □

この節の残りでは、次の節で必要ないくつかの補題を与え
る。
命題 44.6 (フロベニウスの恒等式). 標数 pの体 Fの要素 α, β

と n > 0に対して、

(α+ β)p
n
= αpn + βpn (44.7)

が成立する30。 □

証明. まず、n = 1の場合の以下を示す。

(α+ β)p = αp + βp (44.8)

30教員用メモ：n = 1だけで十分なのでは？
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2項展開すると

(α+ β)p =

p∑
k=0

(pk)個︷ ︸︸ ︷
αp−kβk + · · ·+ αp−kβk

=

p∑
k=0

(pk)個︷ ︸︸ ︷
1Fα

p−kβk + · · ·+ 1Fα
p−kβk

=

p∑
k=0

(

(pk)個︷ ︸︸ ︷
1F + · · ·+ 1F)α

p−kβk

=

p∑
k=0

(
p

k

)
F
αp−kβk

=

(
p

0

)
F
αpβ0 +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
F
αp−kβk +

(
p

p

)
F
α0βp

(a)
=

(
p

0

)
F
αpβ0 +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
F
0× αp−kβk +

(
p

p

)
F
α0βp

= αp + βp

である。(a) が成り立つことは (
p
k

) は p で割り切れることと(
p
0

)
=
(
p
p

)
= 1であることを利用している。実際、0 < k < p
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に対して、(
p

k

)
=

p× (p− 1)× · · · × (p− k + 1)

k × (k − 1)× · · · × 2× 1

となるが、分子には因子 pを含むが因子が分母には含まない
ので、p|

(
p
k

)となる。従って、(pk)F = 0となる。
次に帰納的に、(44.7)が成り立っているときに n+ 1は、

(α+ β)p
n+1

= ((α+ β)p
n
)p

= (αpn + βpn)p

(44.8)
= (αpn+1

+ βpn+1
)

となる。第２等号では、帰納法の仮定を使った。これより、証
明が完成する。 □

補題 44.9 (44.12で使う). 標数 pの有限体 Fq と次数 dの Fq

係数多項式

f(X) =

d∑
j=0

fjX
j ∈ Fq[X]

に対して以下が成り立つ。

(
f(X)

)p
=

d∑
j=0

fp
j X

jp (44.10)
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特に、q = pの場合には、42.10より fp
j = fj が成り立つので、

(
f(X)

)p
=

d∑
j=0

fjX
jp = f(Xp) (44.11)

が成り立つ。
証明. 31最大次数とそれ以外の項に分けて、2項展開すると、

(
f(X)

)p
=
(
fdX

d +

d−1∑
j=0

fjX
j
)p

=

p∑
i=0

(
p
i

)
Fp
(fdX

d)i
(d−1∑

j=0

fjX
j

)p−i

= (fdX
d)p +

(d−1∑
j=0

fjX
j
)p

= fp
dX

dp +
(d−1∑
j=0

fjX
j
)p

となる。第 3 等号では、フロベニウスの恒等式 44.6 の証明
で示したことと同じであるが 0 < i < p なる i に対して(
p
i

)
Fp

= 0となることを使った。同様にして、
(∑d−1

j=0 fjX
j
)p

=

fp
d−1X

(d−1)p +
(∑d−2

j=0 fjX
j
)p
を得る。これを繰り返して、

(44.10)を得る。 □
31教員メモ：フロベニウスの恒等式 44.6と証明は同じなので、説明は省

略する
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補題 44.12 (45.3で使う). 標数が pである有限体 Fq におい
て、f(X) ∈ Fp[X]とその根 β ∈ Fqに対して以下が成り立つ。
根 βは標数乗してもまた f の根になる。

f(β) = 0 =⇒ f(βp) = 0

これを続けていくと、βp,βp2 , βp3 , . . .も f の根となることが
わかる。

証明. (44.11)より、(f(X)
)p

= f(Xp)である。これにX = β

を代入すれば明らか。 □

45 最小多項式、原始多項式
次の節で学習する予定のBCH符号の性質を知るために必要

な最小多項式と原始多項式を学ぶ。
定義 45.1 (部分体、拡大体). F ⊂ Eに関して、F,Eが同じ演
算で体となるとき FをEの部分体、Eを Fの拡大体という。□
定義 45.2 (最小多項式、原始多項式). 素数 p と m 次の既
約多項式 f(X) ∈ Fp[X] によって定義される有限体 Fq =

Fp[X]/〈f(X)〉を考えよう。pは Fq の標数で q = pmである。
以下を定義する。
β ∈ Fq を根として有する (Mβ(β) = 0)である次数が Fp係

数の最小のモニック多項式を、β ∈ Fqの Fp上の最小多項式で
あるといい、Mβ(X)と書く。
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原始元 β ∈ Fq の Fp上の最小多項式は βの原始多項式と呼
ばれる。 □
定理 45.3 (最小多項式の構成法、共役根). 45.2と同じ設定に
おいて、ℓ > 0を βpℓ = βを満たす最小の正数とする。βの最
小距離は次のように構成することができる。

Mβ(X) =
ℓ−1∏
i=0

(X − βpi)

degMβ(X) = ℓであることがわかる。
定義からMβ(X) ∈ Fp[X]である。この定理は、右辺も Fp

係数の多項式となることを主張していることに注意しよう。
このとき、β, βp, βp2 , . . . , βpℓ−1 を最小多項式M(X)の共役

根であるという。特に βが原始元ならば ℓ = mである。 □

証明. 右辺を M(X) :=
∏ℓ−1

i=0(X − βpi) ∈ Fq[X] と書く。
M(X) = Mβ(X) であること、つまり M(X) が次の２つを
満たすことを示す。

1. βを根に持つ次数最小のモニック多項式であること

2. Fp係数多項式であること:M(X) ∈ Fp[X]

【1. の証明】β の Fp上の最小多項式Mβ(X)は、44.12よりそ
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の根の p乗をまた根に持つので、

β,

βp,

βp2 = (βp)p,

...

βpℓ−1
= (· · · (β

ℓ−1︷ ︸︸ ︷
p)p · · · )p

を根として有するはずである。M(X)はこれらを根に持つの
で、βを根に持つ次数が最小のモニック多項式であることがわ
かった。
【2. の証明】まず (M(X))p = M(Xp)を32示す。

(M(X))p =

ℓ−1∏
i=0

(X − βpi)p

=
ℓ−1∏
i=0

(Xp + (−βpi)p) (45.4)

第２等号ではフロベニウスの恒等式 44.6または 44.9の証明と

32(44.11)から、M(X) ∈ Fp[X]ならばこれが成り立つ事が分かる。
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同じ議論を使った。ここで、

(−βpi)p = ((−1)× βpi)p

= (−1)p × (βpi)p

= (−1)p × βpi+1

=

βpi+1
= −βpi+1

(pは偶素数：p = 2)

−βpi+1
(pは奇素数)

となり、どちらの場合でも (−βpi)p = −βpi+1 である。これを
(45.4)に代入して、(

M(X)
)p

=

ℓ−1∏
i=0

(Xp − βpi+1
)

= (Xp − βp1)(Xp − βp2) · · · (Xp − βpℓ−1
)(Xp − βpℓ)

(a)
= (Xp − βp0)(Xp − βp1) · · · (Xp − βpℓ−2

)(Xp − βpℓ−1
)

=
ℓ−1∏
i=0

(Xp − βpi)

= M(Xp)

を得る。(a)では定理の前提 βpℓ = βを用いた。
次に、M(X) =:

∑d
j=0 fjX

j ∈ Fq[X]と係数に名前をつけ
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る。次が成り立つ。

(M(X))p
(44.10)
=

d∑
j=0

(fiX
i)p =

d∑
j=0

fp
i X

ip

M(Xp) =

d∑
j=0

fiX
pi

上で導出したM(X) = M(Xp)からこれらの係数は一致する
はずなので、

fi = fp
i for i = 0, . . . , d

が成り立つ。これは、42.10の証明の議論と同じことだが、以
下に示す理由により fi ∈ Fpを意味し、M(X) ∈ Fp[X]となり
証明が完了する。
fi ∈ Fpを示す。フェルマーの小定理 42.10より Fpの p個の

元はXp −X = 0の根である。fi /∈ Fpと仮定して矛盾を導こ
う。代数の基本定理よりXp−X = 0の根は高々p個のはずで
ある。Fpに含まれない fi /∈ Fpが fi = fp

i となったと仮定する
と、上記の p個の元に加えて fiが根になるので、根が p個よ
り多く存在してしまうので矛盾となる。 □

定理 45.5 (原始多項式の根はすべて原始元になる). q = pm

として、原始元 α ∈ Fqの Fp上の最小多項式 (つまり原始多項
式)をMα(X)とする。原始多項式Mα(X)の任意の根 β ∈ Fq

は、Fq の原始元となる。 □
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証明. 原始元 αの定義 42.1より、mは αpm = αを満たす最小
の正数である。原始多項式 (原始元 αの最小多項式)Mα(X) ∈
Fp[X]の根は、45.3から αpi with 0 ≤ i < mの形をしている
ことが分かる。各根 αpi が現資源になっているためには、

ord(αpi) = q − 1 (45.6)

であることを示せば十分である。41.5と原始元の定義ord(α) =

q − 1 = pm − 1より、

ord(αpi)
41.5
= ord(α)/ gcd(ord(α), pi)

= (pm − 1)/ gcd(pm − 1, pi)

である。gcd(pm− 1, pi) = 1であることは、下記のユークリッ
ドの互除法 25による計算で分かるので (45.6)が示された。

(pm − 1)÷ pi =商 pm−iあまり pi − 1

pi ÷ (pi − 1) =商 1あまり 1

(pi − 1)÷ 1 =商 (pi − 1)あまり 0

□

議論 45.7. 素数 pに対して q := pmとする。これまでの議論
では、有限体を既約多項式Mα(X) ∈ Fp[X]を用いて剰余類環
Fp[X]/〈Mα(X)〉として代数的に構成してきた。この議論をせ
ずに、43.1で見たように、原始元 αと原始多項式Mα(X)が
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満たす式Mα(X)|X=α = 0を用いて、有限体を Fqの計算法と
構成を定めることができる。
Fp[X]/〈Mα(X)〉を考えよう。原始元αは、α1, α2, . . . , αq−1

と計算したときに αq−1 = 1ではじめて 1となる。Mα(α) = 0

であるのと対応して [X] ∈ Fp[X]/〈Mα(X)〉 は Mα([X]) =

0 を満たす非ゼロ元であるから、[X] ∈ Fp[X]/〈Mα(X)〉
は、[X]q−1 = 1 ではじめて 1 となる。つまり [X] は
Fp[X]/〈Mα(X)〉の原始元である。
42.1では、αのべきと 0によって Fqが構成されることを学

んだ。

Fq = {0, 1, α, α2, . . . , αq−2}

これは乗算と除算を行うときに便利な表現となっている。さ
らに、Mα(α) = 0の関係を使って、αのm次未満の多項式表
現によって表すことができる。

Fq = {f0 + f1α+ f2α
2 + · · ·+ fm−1α

m−1 | fi ∈ Fp}

これは加算と減算を行うときに便利な表現となっている。

例 45.8 (最小多項式の計算の仕方). 原始多項式 1+X+X6 ∈
F2[X]の根αを用いて定義されるF64に対して、標数はp = 2で
ある。45.3にしたがって β = α3 ∈ F64の最小多項式Mβ(X) ∈
F2[X]を求めてみよう。βの位数は 21である:β21 = (α3)21 =
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α63 = 1であった。これをつかって、

β25 = β32 = β11

β26 = β64 = β

から ℓ = 6がわかる。これらより、βの最小多項式Mα(X) ∈
F2[X]は以下で与えられる。

Mβ(X) =

ℓ−1∏
i=0

(X − βpi

)

= (X − β)(X − β2)(X − β22)(X − β23)(X − β24)(X − β25)

= (X − β)(X − β2)(X − β4)(X − β8)(X − β16)(X − β32)

= (X − α3)(X − α6)(X − α12)(X − α24)(X − α48)(X − α96)

= (X − α3)(X − α6)(X − α12)(X − α24)

× (X − α48)(X − α33=96 mod 63)

これより、Mβ(X) = Mαi(X) for i = 3, 6, 12, 24, 48, 33であ
ることも分かる。1 + α+ α6 = 0となることを利用すると、

Mβ(X) = 1 +X +X2 +X4 +X6

を得る。例えば、0次の係数が 1となることは、

α3 × α6 × α12 × α24 × α48 × α33

= α45+81 = α126 mod 63 = α0 = 1
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と確かめられる。5次の係数が 0となることは、

α3 + α6 + α12 + α24 + α48 + α33

=+ [000100]

+ [110000]

+ [101000]

+ [100010]

+ [101100]

+ [010010]

= [000000] = 0

から分かる。 □
定理 45.9 (最小多項式の性質). 素数 pに対して q = pmとす
る。原始元とは限らない α ∈ Fqの Fp上の最小多項式Mα(X)

に対して、次が成り立つ。

1. モニック既約多項式 f(X) ∈ Fp[X]に対して、α ∈ Fqが
f(X)の根ならば、f(X)は αの Fp上の最小多項式であ
ることを示せ。

証明. 演習で扱います。 □

2. Mα(X)は唯一存在する。Mα(X)は既約である。
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証明. (存在性：)最小多項式の構成法 45.3より明らか
あるが、簡単に次のようにも示せる。f(α) = 0となる
モニック多項式 f(X) ∈ Fp[X]がひとつでもあれば、そ
のうち次数が最小のものは存在するはずなので、あるモ
ニック多項式 f(X) ∈ Fp[X]に対して f(α) = 0が満たさ
れることを示せば十分である。f(X) = Xq−X ∈ Fp[X]

と選べばフェルマーの小定理 42.10より f(α) = 0が満
たされる。
(既約性：)既約でないと仮定する。即ち、

Mα(X) = f(X)g(X),

0 < deg f(X) < degMα(X),

0 < deg g(X) < degMα(X)

が成り立つ。Mα(α) = f(α)g(α) = 0 となり f(α) =

0 or g(α) = 0となるが33、これはMα(X)の次数が最小
であることに矛盾する。
(唯一性：)唯一でないと仮定する。異なる２つの最小多
項式をMα(X) 6= M ′

α(X)と書く。次数の最小性から、
項式は次数が同じはずである。

f(X) := Mα(X)−M ′
α(X) ∈ F[X]

33対偶：非零元 x, y ∈ Fに対して xy ̸= 0である。実際、xy = 0だと仮
定すると、右から y−1 を書けて x = 0となり矛盾する。
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は非零多項式になり、
f(α) = 0

deg f(X) < degMα(X) = degM ′
α(X)

が成り立つ。f(X)は定数倍することでモニックにする
ことができるので、最小多項式の次数最小性に矛盾する。
□

3. αの最小多項式は、αを根として有する多項式を割り切
る。正確に述べると、f(X) ∈ Fp[X]に対して、f(α) = 0

ならばMα(X)|f(X)である。

証明. f(X)をMα(X)で割って、
f(X) = Mα(X)q(X) + r(X), (45.10)

deg r(X) < degMα(X)

だとする。割り切れないと仮定すると、r(X) 6= 0であ
るが、(45.10)のX に αを代入して、0 = r(α)となる。
r(X)を定数倍してモニックにできるので、Mα(X)の次
数の最小性に矛盾する。 □

4. Mα(X) | Xq −X

証明. フェルマーの小定理 42.10より αq −α = 0である
から、αはXq−Xの根である。3より、Mα(X) | Xq−X
が成り立つ。 □
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5. 非ゼロ元 β ∈ F×
q に対して、最小多項式Mβ(X) ∈ Fp[X]

の集合をMと書く。

M = {Mβ(X) | β ∈ F×
q }

Mβ(X) ∈ Mに対して、Mβ(X)の根の集合を [β]と書
く。45.3より

[β] = {βp0 , βp1 , βp2 , . . .}

となる。次が成り立つ。

(a) 異なる [β], [β′]は互いに素である。
(b)

⋃
β∈F×

q
[β] = F×

q

(c)
∏

M(X)∈MM(X) = Xq−1 − 1

具体例を 46.4で与える。

証明. 非ゼロ元集合 F×
q の上で、β, β′ ∈ Fqが非負整数 i

を用いて βpi = β′と書ける関係 β ∼ β′は同値関係にな
る34。この同値関係はF×

q 上で商集合F×
q / ∼を与る。45.3

よりβを含む同値類 {βp0 , βp1 , βp2 , . . . , βpℓ−1}はMβ(X)

の根の集合 [β]と一致する。ただし、ℓは βpℓ = βとなる

34F×
q が位数が pm − 1 の巡回群になることと、フェルマーの小定理と、

https://bit.ly/49iuHsvから分かる。
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最小の正整数 ℓである。同値類は分割を与えること 9.7

から、5aと 5bは明らか。5bから、次が成り立つ:∏
M(X)∈M

M(X) =
∏

β∈F×
q

(X − β)

一方、∏β∈F×
q
(X − β)

42.10
= Xq−1 − 1が成り立つことか

ら 5cは証明される。 □

6. degMα(X) ≤ m

証明. フェルマーの小定理 αpm = αから、αpℓ = αを満
たす最小の正数 ℓ > 0は ℓ ≤ mとなる。最小多項式の構
成法 45.3から ℓ = degMα(X) ≤ mは明らか。次のよう
にも証明できる。
43.1でみたように、FqはFp上のm次元線形空間と見な
せた。m+ 1個の元 1, α, α2, . . . , αmは線形従属となる。
言い換えると (0, . . . , 0) 6= (f0, . . . , fm) ∈ Fm+1

p が存在
して

m∑
i=0

fiα
i = 0

となる。即ち、多項式

f(X) :=
m∑
i=0

fiX
i ∈ Fp[X]
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は次数が m 以下で、α を根として有する。したがっ
て、3からMα(X)|f(X)となり、これは degMα(X) ≤
deg f(X) ≤ mを意味する。 □

7. 原始元 α ∈ Fq の原始多項式 Mα(X) に対して、
degMα(X) = mを得る。

証明. 原始元 αに対して αpℓ = αを満たす最小の正数
ℓ > 0は ℓ = mとなる。最小多項式の構成法 45.3から
ℓ = degMα(X) = mとなる。 □

8. 最小多項式Mα(X)の根は全て同じ位数を有する。

証明. 証明は演習問題で扱う。 □

□

46 BCH符号 @12

令和７年度の期末試験、11 月 27 日 (木)M-B104(H103)

https://bit.ly/488Hmy0

【学修アンケートに答えてもらう】この節では、素数 pに対
して訂正能力が t > 0以上の Fp上の巡回符号を構成する。
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定義 46.1 (ヴァンデルモンド行列). 体 Fの元 x1, . . . , xnに対
して、F上の n× n行列

V (x1, . . . , xn) :=


x01 x11 x21 · · · xn−1

1

x02 x12 x22 · · · xn−1
2

...
...

...
. . .

...

x0n x1n x2n · · · xn−1
n


を x1, . . . , xnで定義されるヴァンデルモンド行列という。ただ
し、00 = 1とする。 □

補題 46.2 (ヴァンデルモンド行列の行列式). x1, . . . , xnで定
義されるヴァンデルモンド行列 V (x1, . . . , xn)の行列式は次で
与えられる。

detV (x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi)

= (−1)n(n−1)/2
∏

1≤i<j≤n

(xi − xj)

特に、x1, . . . , xnが互いに異なっていれば、行列式 https://

bit.ly/47NaM38は非零となる。

証明. 線形代数の授業で学習しているはず。証明は、http://

bit.ly/2AYOjU1で見つけることができる。 □
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定義 46.3 (BCH符号). n := q − 1 := pm − 1とする。α ∈ Fq

を原始元とする。αq−1 = 1となる。d̂ ≤ q−1なる d̂に対して、

α1, α2, α3, . . . , αd̂−1 ∈ Fq

を根とする、Fp上の次数が最小のモニック多項式を g(X)と
書く。g(X)はXn− 1を割り切る。証明は、演習問題で扱う。
これより、g(X)は長さ nの Fp上の巡回符号Cの生成多項式
となる。g(X) ∈ Fp[X]を生成多項式とする Fp 上の符号長 n

の巡回符号を、設計距離 d̂の BCH符号という35。 □
例 46.4. 原始多項式1+X+X4 ∈ Fp=2[X]によって定義される
F16の原始元をαとする。各非零元αi ∈ F16のF2上の最小多項
式をmi(X)と書く。45.2の表記を用いると、mi(X) = Mαi(X)

である。β = αiに対して、

Mαi=β(X) = (X − βp0)(X − βp1) · · · (X − βpℓ−1
)

= (X − αip0)(X − αip1) · · · (X − αipℓ−1
)

とかける。45.8と同様の方法でmi(X) ∈ F2[X]を計算したも

35設計距離が最小距離の下界になっていることを 46.7で示します。
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のが以下の通りである。

αi mi(X)

α0 1 +X

α,α2, α4, α8 1 +X +X4

α3, α3×2=6, α6×2=12, α12×2=24=9 1 +X +X2 +X3 +X4

α5, α5×2=10 1 +X +X2

α7, α7×2=14, α14×2=13, α13×2=26=11 1 +X3 +X4

45.9の 5によると、mi(X),mj(X) for i 6= jは一致するか、そ
うでなければ共通の根をもたない。さらに、これら 5つの最
小多項式をすべてかけるとX15 − 1となる。
t = 2ビットまでの誤りを訂正可能な設計距離2t+1 = 5 =: d̂

の BCH符号の生成多項式 g(X)を構成してみよう。g(X)は

α1, α2, α3, α4=d̂−1

を根に含む次数が最小のモニック多項式である。α, α2, α4 の
最小多項式はすべて 1 +X +X4で、α3の最小多項式は 1 +

X +X2 +X3 +X4である。したがって、

g(X) =

α,α2,α4の最小多項式︷ ︸︸ ︷
(1 +X +X4)

α3の最小多項式︷ ︸︸ ︷
(1 +X +X2 +X3 +X4)

となる。

251



同様にして、t = 3ビットまでの誤りを訂正可能な設計距離
2t + 1 = 7 =: d̂の BCH符号の生成多項式 g(X)を求めよう。
g(X)は

α1, α2, α3, . . . , α6=d̂−1

を根に含む次数最小のモニック多項式である。

g(X) =

α3,α6の最小多項式︷ ︸︸ ︷
(1 +X +X2 +X3 +X4)

α,α2,α4の最小多項式︷ ︸︸ ︷
(1 +X +X4)

×

α5の最小多項式︷ ︸︸ ︷
(1 +X +X2)

となることが分かる。deg g = 8 なので，C は F2 上の [n =

15, k = 7] 線形符号である。この巡回符号のパリティ検査多項
式は

h(X) :=
X15 − 1

g(X)
= 1 +X4 +X6 +X7

で与えられる。 □
定理 46.5 (BCH符号の生成多項式). Fp上の符号長 n := q −
1 := pm − 1の設計距離 d̂の BCH符号の生成多項式 g(X) ∈
Fp[X]は次で与えられる。

g(X) = lcm(m1(X),m2(X), . . . ,md̂−1(X)) (46.6)

ここで、mi(X)は αiの Fp上の最小多項式、lcmは最小公倍
多項式を表す。 □
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証明. (46.6)の右辺 lcm(·)を考えよう。最小公倍多項式は各多
項式mi(X)の約多項式の和集合に含まれる多項式の積である。
各mi(X)は F2[X]上で既約 [45.9の 2]なので、mi(X)の約多
項式はmi(X)だけである。したがって、(46.6)の右辺 lcm(·)
は、異なるmi(X)の積である36。
一方、(46.6) の左辺である生成多項式 g(X) は

α1, α2, . . . , αd̂−1 を根に含む次数最小のモニック多項式
である。mi(X)は αi を根に含む既約多項式であったことを
思い出そう。45.9の 5より、mi(X),mj(X) for i 6= j は一致
するか、そうでなければ共通の根をもたない。これらのこと
より、g(X)は異なるmi(X) for i = 1, . . . , d̂− 1の積である。
こうして証明は完成する。 □

定理 46.7 (BCH限界). Fp上の符号長 n = pm − 1、設計距離
d̂の BCH符号 C に対して、以下が成り立つ。

dmin(C) ≥ d̂

これより、符号 C の訂正能力は t := b(d̂− 1)/2c以上となり、
半径 tの限界距離復号によって t個以下の誤りを訂正できるこ
とが分かる。 □

36最小公倍多項式は整数環における最小公倍数に対応するものである。各
素数 pi の最小公倍数 lcm(p1, . . . , pk)が異なる pi の積で表せるのと対応し
て、各既約多項式mi(X)の最小公倍多項式 lcm(m1(X), . . . , pk(X))は異
なるmi(X)の積で表せる。
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証明. 重みが d̂より小さい非ゼロ符号語はないことを示した
い。c(X)を符号語多項式としよう。c(X)のハミング重みをw

と書く。w < d̂であるなら c(X) = 0であることを示せば十
分である。非零係数重みの次数を k1 < · · · < kw とする。つ
まり、

c(X) = ck1X
k1 + · · ·+ ckwX

kw

である。このとき、w = 0つまり c(X) = 0を示す。BCH符
号の定義 46.3から α, α2, . . . , αwは生成多項式 g(X)の根であ
る。38.4から符号語多項式 c(X)は生成多項式 g(X)の倍多項
式なので、g(X)の根は c(X)の根でもある。これは、以下の
方程式を満たすことを意味する。

c(αi) = ck1α
ik1 + ck2α

ik2 + · · ·+ ckwα
ikw

= 0 for i = 1, . . . , w

これを、行列とベクトルで表すと
α1k1 α1k2 · · · α1kw

α2k1 α2k2 · · · α2kw

...
...

...

αwk1 αwk2 · · · αwkw



ck1
ck2
...

ckw

 =


0

0
...

0

. (46.8)

となる。行列式は転置しても値を変えないこと、ある列また
は行を定数倍すると行列式もその定数倍になることを使って、
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左辺の係数行列の行列式を評価すると以下の通りとなる。

(
w∏
i=1

αki

)
det


α0·k1 α0·k2 · · · α0·kw

α1·k1 α1·k2 · · · α1·kw

...
...

...

α(w−1)·k1 α(w−1)·k2 · · · α(w−1)·kw


=

(
w∏
i=1

αki

)
det(V (αk1 , . . . , αkw)).

V はヴァンデルモンド行列 46.1である。ここで、ヴァンデル
モンド行列の性質 46.2を使うと以下を得る。

det(V ) =
∏

1≤i<j≤w

(αkj − αki) (46.9)

α が原始元で、ki 6= kj for i 6= j であることから、αki 6=
αkj for i 6= j となり、(46.9)は非零となる。したがって、線
型方程式 (46.8)の解は (ck1 , . . . , ckw) = (0, . . . , 0)のみとなり、
結局 c(X) = 0となる。 □

47 BCH符号と巡回RS符号の関係、BCH

符号の復号
本節では、巡回 RS符号と BCH符号の関係を明らかにし、

RS符号の復号が BCH符号の復号に使えることを述べる。
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補題 47.1 (巡回RS符号の生成多項式). 36.1で定義した [n, k]

巡回RS符号 C は次であった。

C =
{
c⃗(f) | f(X) ∈ Fq[X; k]

}
c⃗(f) : =

(
f(β0), f(β1), . . . , f(βn−1)

)
ただし、非ゼロ要素 β ∈ Fqはn乗して始めて 1に等しくなる。
このとき、次が成り立つ。
1. C の生成行列の一つGは次で与えられる。

G = (βi×j)0≤i≤k−1,0≤j≤n−1

=


β0×0 β0×1 . . . β0×(n−1)

β1×0 β1×1 . . . β1×(n−1)

...
. . .

. . .
...

β(k−1)×0 β(k−1)×1 . . . β(k−1)×(n−1)


証明. 28.4の 3よりGは生成行列となる。 □

2. C のパリティ検査行列の一つH は次で与えられる。

H = (β(i+1)×j)0≤i≤k−1,0≤j≤n−1

=


β1×0 β1×1 . . . β1×(n−1)

β2×0 β2×1 . . . β2×(n−1)

...
. . .

. . .
...

β(n−k)×0 β(n−k)×1 . . . β(n−k)×(n−1)


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証明. H の任意の (n − k) × (n − k)部分行列は異なる
n− k個の元で定義されるヴァンデルモンド行列となっ
ているので、フルランクである。7.13から、GHT = 0

を示せば良いことがわかる。GHTの第 (i, j)成分 (0 ≤
i ≤ n− k − 1, 0 ≤ j ≤ n− 1)は

n−1∑
k=0

Gi,kHj,k =

n−1∑
k=0

βikβ(j+1)k

=

n−1∑
k=0

β(i+j+1)k

=

n−1∑
k=0

(βi+j+1)k

(a)
=
(
1− (βi+j+1)n

)
(1− βi+j+1)−1

(b)
= 0

となる。ここで (a)では等比数列の和を求める方法37を
適用した。1− βi+j+1の逆元が存在することを確かめな
いといけないが、0 ≤ i ≤ k − 1, 0 ≤ j ≤ n− k − 1より
1 ≤ i+ j + 1 ≤ n− 1となることと、βは n乗してはじ
めて 1になるので、βi+j+1 6= 1となることから、確かに
逆元が存在する。(b)では、βの位数が nであることを
用いた。 □

37http://bit.ly/2AYg676
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3. C の生成多項式 g(X)は次で与えられる。

g(X) = (X − β)(X − β2) · · · (X − βn−k)

証明. 38.4の 5から符号語多項式は生成多項式の倍多項
式である。[n, k]巡回符号の生成多項式の次数は n−kで
あるから、任意の符号語 c(X)が β, β2, . . . , βn−kを根に
持つことを示せば十分である。c = (c0, . . . , cn−1)に対し
て、HcT = 0は

n−1∑
j=0

Hi,j︸︷︷︸
=β(i+1)j

cj = 0 for i = 0, . . . , n− k − 1

と等価でこれを多項式表現すると

0 =

n−1∑
j=0

cj(β
i+1)j = c(βi+1) for i = 0, . . . , n− k − 1

β1, β2, . . . , βn−kが c(X)の根となることを意味する。□

定理 47.2 (BCH符号と巡回 RS符号の関係). n := q − 1 :=

pm − 1とする。Fq の原始元 αを用いて β := αで定義される
Fq 上の [n, k]巡回RS符号

Cq =
{
c⃗(f) | f(X) ∈ Fq[X; k]

}
c⃗(f) : =

(
f(α0), f(α1), . . . , f(αn−1)

)
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に対して、Cq の符号語のうち全ての成分が Fp の元である符
号語を集めた符号空間

Cp := Cq ∩ Fn
p

は設計距離 d̂ := n− k+1の Fp上の BCH符号となる。 □

証明. 次の２つを示せば十分である。

1. Cpが巡回符号になること

2. Cp の生成多項式 gp(X)が α1, α2, . . . , αn−k を根に持つ
次数が最小のモニック多項式になること

1. Cp ⊂ Cqである。Cpが Fp上の巡回符号になることは、Cq

の線形性と巡回性から明らか。
2. 47.1の 3で示したことから、Cq の生成多項式は

gq(X) = (X − α)(X − α2) · · · (X − αn−k) (47.3)

で与えられる。38.2より巡回符号 Cp の生成多項式 gp(X) ∈
Fp[X]は、Cpの非零符号多項式 cp(X)のうち次数が最小のモ
ニック多項式である。cp(X) ∈ Cp は Cq の符号語でもある。
したがって、38.4の 5から cp(X)は gq(X)の倍多項式となっ
ているので、(47.3)より cp(X)は、α1, α2, . . . , αn−kを根にも
つ。このような cp(X)のうち次数最小のモニック多項式がCp

の生成多項式 gp(X)となる。
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定義 46.3を思い出そう。α1, α2, . . . , αn−kを根にもつ次数最
小のモニック多項式によって定義される巡回符号を設計距離
d̂ := n− k+1の Fp上のBCH符号と言った。これはCpが設
計距離 d̂ := n− k + 1の Fp上の BCH符号となることを意味
する。 □

議論 47.4. 47.2 より、次の 2つが言える。

• 47.2の方法で [n, k]巡回RS符号Cqから作られたCpは、
符号長nで設計距離 d̂のBCH符号であることがわかる。

• 逆に、符号長nで設計距離 d̂のBCH符号は、[n =: pm−
1 =: q− 1, k = n− d̂+1]巡回RS符号をCqとして選ん
で、47.2の方法で作られる Cpと一致する。

このことから次の２つが分かる。

1. BCH符号 Cpの最小距離は巡回 RS符号 Cq の最小距離
を下回らない。

d(Cp) ≥ d(Cq)
28.8
= n− k + 1 = d̂

これは、BCH符号の最小距離が d̂以上となることの別
証明を与えている。

2. BCH符号をRS符号とみなして、RS符号の半径 tの限
界距離復号をBCH符号に適用する。これは、BCH符号
に対する半径 tの限界距離復号となっている。
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例 47.5 ( [7,4,3] ハミング符号は巡回RS 符号の部分符号であ
る). 既約多項式

p(X) = 1 +X2 +X3 ∈ F2[X]

で定まる
F8 := F2[X]/〈p(X)〉

をとり，X の剰余類を α ∈ F8 とおく．このとき α は位数 7

の原始元であり，n := 7 = q − 1 とおく．
αを評価点として定義される F8 上の [n, k] = [7, 5]巡回 RS

符号
C8 :=

{
c⃗(f) = (f(α0), f(α1), . . . , f(α6))

∣∣
f(X) ∈ F8[X; k], deg f < k

}
⊂ F7

8

を考える．定理 47.1 より，C8 の生成多項式は
g8(X) = (X − α)(X − α2) ∈ F8[X]

であり，よって C8 は [7, 5, 3] 巡回 RS 符号である．
次に，C8 のうち成分がすべて F2 に属する符号語全体

C2 := C8 ∩ F7
2

を F2 上の部分符号とする。C2 は設計距離 d̂ = n− k+1 = 3

の F2 上の BCH 符号であり，その生成多項式 g2(X) ∈ F2[X]

は
g2(X) = lcm

(
mα(X),mα2(X)

)
= (X − α)(X − α2)(X − α4)
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で与えられる．ここで mβ(X) は β の F2 上の最小多項式で
あり，α, α2, α4 は共役なので同一の最小多項式をもつ．計算
すると

g2(X) = X3 +X2 + 1 ∈ F2[X]

となる．
生成多項式が g2(X) = X3 +X2 + 1である長さ 7 の 2 元

巡回符号を C2 とする．X7 − 1 を F2[X] で割ると

X7 − 1 = g2(X)h(X), h(X) = X4 +X3 +X2 + 1

となる．この h(X) をパリティ検査多項式とみなし，係数ベ
クトル

h⃗ = (1, 0, 1, 1, 1, 0, 0)

を右巡回シフトした 3 本を行に並べれば，C2 のパリティ検査
行列H が得られる．

H =

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1

.

この行列 H の各列は F3
2 の 0 でないすべてのベクトル が 1

回ずつ現れている．したがって、C2は [7, 4, 3] ハミング符号
の列を置換した符号になっている。 □

-代数系と符号理論の講義に関する内容はここまで-
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48 LDPC符号
Low-Density Parity-Check (LDPC)符号 [1]は，疎なパリ

ティ検査行列によって定義される誤り訂正符号であり，通信路
容量に迫る復号性能を有することが知られている．本稿では，
復号の動作原理，パリティ検査行列の構成法に関して述べる．
リード・ソロモン符号などの代数的符号と呼ばれる符号は，

符号語間の距離を大きくするように符号空間を構成すること
と，符号空間の代数構造を利用し限界距離復号を発見するこ
とで，誤り訂正を実現している．限界距離復号では，通信路
容量を達成できないことが知られている．
Low-Density Parity-Check (LDPC)符号 [1]は，疎なパリ

ティ検査行列によって定義される誤り訂正符号であり，Sum-

Product復号法によって通信路容量を達成することが知られ
ている [2, Example 1.18]．本稿では，復号問題に対象を限定
しない一般の Sum-Productアルゴリズム [3]を紹介し，復号
問題にどのように適用され Sum-Product復号法が導出される
のかを述べる．さらに通信路容量を達成する LDPC符号のパ
リティ検査行列の構成法に関して述べる．

49 Sum-Productアルゴリズム
この節では，LDPC符号の復号に用いられる Sum-Proudct

アルゴリズムの原理を解説する．復号法を原理から理解する
ことにより，有記憶通信路や他の符号の復号法が必要になった
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ときに拡張することができる．一般に Sum-Productアルゴリ
ズムは，有限集合 X n 上で定義された関数 f を入力とし，周
辺化 ∑

∼xj

f(x1, . . . , xn)

を各 j = 1, . . . , nに対して効率的かつ厳密に計算し出力するア
ルゴリズムである．ここで，∑∼xj

は式に現れる変数から xj

を除外した変数に関する総和を意味している．ただし，入力
である関数 f は次の条件を満たしていなければならない．

条件 49.1. 関数 f は少数変数の因子に分解されていて、各変
数は少数の因子にしか関与しない。すなわち、次のように表
せる。

f(x1, . . . , xn) =

m∏
i=1

fi(Xfi)

Xfi ⊂ {x1, . . . , xn},
#Xfi � n (i = 1, . . . ,m)

#Fxj � n (j = 1, . . . , n)

ここで、Xfiは因子 fiに関与している変数の集合、Fxj は辺数
xj が関与している因子の集合を表している。

定義 49.2. 条件 49.1を満たす関数 fに対して、Gf を変数ノー
ド x1, . . . , xn とファクタノード f1, . . . , fm からなる次の 2部
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グラフ38として定義する。

Gf = (V ∪ F,E),

V = {x1, . . . , xn},
F = {f1, . . . , fm},
E = {(xj , fi) | xj ∈ Xfi},

□
Gf が与えられ対応する関数 f を求めたいときには、Gf に

含まれるファクタをすべて乗ずれば良い。
例 49.3. 関数

f(x1, . . . , x7) =f1(x1, x2)f2(x1, x3, x4)f3(x1)

× f4(x2, x5)f5(x2)f6(x4, x6, x7)

に対して、ファクタグラフGf は次で与えられる。

Gf = {V ∪ F,E},
V = {x1, . . . , x7},
F = {f1, . . . , f6},
E = {(x1, f1), (x2, f1), (x1, f2), (x3, f2),
. . . , (x2, f5), (x4, f6), (x6, f6), (x7, f6)},
|E| = 12

382 部グラフとは 2 種類のノードからなって同種のノード間に辺が存在
しないグラフである。
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f1 f2 f3 f4 f5 f6

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

□

条件 49.4. f の因子分解のファクタグラフGf が木である．

周辺化計算の効率性と厳密性はそれぞれ条件１と２によっ
て担保されていて，因子あたりの変数の数が多くなるほど効
率性を損ない，ファクタグラフ中に多くのループがあるほど
厳密性を損なう．
Sum-Productアルゴリズムを記述する．隣接するノード間

(xj , fi)で，X 上の関数 µxj→fi(xj)と µfi→xj
(xj)を次のアル

ゴリズムによって逐次的に計算していく．これらの関数はメッ
セージと呼ばれる．∂xj と ∂fiはそれぞれ xj と fiの隣接ノー
ド集合を表すこととする．

1.1 葉変数ノード処理

µxj→fi(xj) := 1
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1.2 葉ファクタノード処理

µfi→xj
(xj) := fi(xj)

2.1 中間変数ノード処理

µxj→fi(xj) :=
∏

fi′∈∂xj\{fi}

µfi′→xj
(xj) (49.5)

2.2 中間ファクタノード処理

µfi→xj
(xj) :=

∑
∼xj

fi(Xfi)
∏

xj′∈∂fi\{xj}

µxj′→fi(xj′)

3 周辺化処理

µxj
(xj) :=

∏
fi′∈∂xj

µfi′→xj
(xj)

このアルゴリズムは入力駆動型で、たとえば (49.5)は入力メッ
セージ

{µfi′→xj
(xj)}fi′∈∂xj\{fi}

がすべて計算された後に計算される。したがって、アルゴリ
ズムの初めに計算されるのは、入力メッセージを必要としな
い次数１のすなわち隣接するノードが一つであるノードから
送られるメッセージである。次数が 1であるノードについて
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は乗算の結果が１となることから、∂xj = {fi}である (xj , fi)

に対して、µxj→fi(xj) = 1となる。∂fi = {xj}である (xj , fi)

に対して µfi→xj
(xj) = fi(xj)となることに注意しよう．この

アルゴリズムはファクタグラフGf が木であることから，必ず
終了する．
このアルゴリズムの結果が周辺化を与える．

定理 49.6. 条件１のもとで、次が成立する。∑
∼xj

f(x1, . . . , xn) = µxj
(xj)

□
例 49.7. 49.3と同じ設定で、X = {0, 1}とし、各因子を次の
通り定める。

f1(x1, x2) = x1 + x2

f2(x1, x3, x4) = x1 + x3 + x4

f3(x1) = x1

f4(x2, x5) = x2 + x5

f5(x2) = x2

f6(x4, x6, x7) = x4 + x6 + x7

このとき、∑
∼x1

f(x1, . . . , xn) =
∑

x2,...,x7∈X
f(x1, . . . , xn) (49.9)
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図 49.8: f(x1, . . . , x6)のプロトグラフ

を Sum-Product アルゴリズムを使って計算してみよう。
µxj→fi(0) = a, µxj→fi(1) = b であるとき、µxj→fi = (a, b)

と書く。各メッセージを計算すると次のとおりとなる。

µx7→f6 = (1, 1) µf6→x7 = (108, 204)

µx6→f6 = (1, 1) µf6→x6 = (108, 204)

µf6→x4 = (4, 8) µx4→f6 = (18, 30)

µx4→f2 = (4, 8) µf2→x4 = (18, 30)

µx3→f2 = (1, 1) µf2→x3 = (120, 192)

µf2→x1 = (28, 52) µx1→f2 = (0, 6)
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µf3→x1 = (0, 1) µx1→f3 = (84, 312)

µx5→f4 = (1, 1) µf4→x5 = (104, 208)

µf4→x2 = (1, 3) µx2→f4 = (0, 104)

µf5→x2 = (0, 1) µx2→f5 = (52, 312)

µx2→f1 = (0, 3) µf1→x2 = (52, 104)

µf1→x1 = (3, 6) µx1→f1 = (0, 52)

値が (1,1)であるメッセージは、葉ノードからの送られた初期
メッセージである。µf2→x1 = (28, 52)であることを詳しく見
てみよう。f2(x1, x3, x4) = x1 + x3 + x4であることを思い出
して、次のように計算できる。

µf2→x1(x1) =
∑
∼x1

f2 (Xf2)
∏

xj′∈∂f2\{x1}

µxj′→f2

(
xj′
)

=
∑

x3,x4∈{0,1}

(x1 + x3 + x4)
∏

xj′∈{x3,x4}

µxj′→f2

(
xj′
)

=
∑

x3,x4∈{0,1}

(x1 + x3 + x4)µx3→f2 (x3)µx4→f2 (x4)

µf2→x1(x1 = 0) = 0 ∗ 4 + 1 ∗ 4 + 1 ∗ 8 + 2 ∗ 8 = 28

µf2→x1(x1 = 1) = 1 ∗ 4 + 2 ∗ 4 + 2 ∗ 8 + 3 ∗ 8 = 52
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これから、(49.9)を Sj(xj)と書くと、例として

S1(x1) = µf1→x1(x1)µf2→x1(x1)µf3→x1(x1)

=

3× 28× 0 = 0 (x1 = 0)

6× 52× 1 = 312 (x1 = 1)

と計算される。

S1 = (0, 312)

S2 = (0, 312)

S3 = (120, 192)

S4 = (72, 240)

S5 = (104, 208)

S6 = (108, 204)

S7 = (108, 204)

著者用メモ factor_graph_example.ccを参照 □

49.1 Sum-Productアルゴリズムの導出 (変数ノード
まわり)

周辺化関数を∑∼z f(z, x1, . . . , xn)と書き直す。これによっ
て主張の一般性は損なわれない。変数ノード zの次数をKと
し、zに隣接するファクターノードを f1, . . . , fK と書く。zを
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根とする木を考える。この木から zを除くと f1, . . . , fK をそ
れぞれ根とするK個の排反な部分木に分解することができる。
この部分木Tkに現れるファクタの積を [Ffk→z(z,Xk)]と書く。
このとき，f を次のように書くことができる．

f(z, x1, . . . , xn) =
K∏
k=1

[Ffk→z(z,Xk)]

ただし、X1, . . . , Xkは {x1, . . . , xn}の分割を与える。言い換
えると、次が成り立つ。

K⋃
k=1

Xk = {x1, . . . , xn},

Xi ∩Xj = ϕ for i 6= j

ここで，[Ffk→z(z,Xk)]は素因子または素因子の積である．葉
であるファクタノード fkに対しては，[Ffk→z(z,Xk)] = fk(z)
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となる． ∑
∼z

f(z, x1, . . . , xn)

=
∑
∼z

K∏
k=1

[Ffk→z(z,Xk)]

=
∑

X1,...,XK

K∏
k=1

[Ffk→z(z,Xk)]

=
K∏
k=1

∑
Xk

[Ffk→z(z,Xk)] (49.10)

最後の等号の例を与える。K = 2, Ff1→z(z,X1) ∈
{a1, a2}, Ff2→z(z,X2 ∈ {b1, b2}とする。分配則を用いて、以
下が成り立つ。∑

X1

∑
X2

Ff1→z(z,X1)Ff2→z(z,X2)

= a1b1 + a2b1 + a1b2 + a2b2

= (a1 + a2)(b1 + b2)

=
(∑

X1

Ff1→z(z,X1)
)(∑

X2

Ff2→z(z,X2)
)

X1, X2に交わりがあると、X1, X2独立に動かないので、この
ように因数分解ができない。
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49.2 SPアルゴリズムの導出 (ファクタノードまわり)

fk の次数を J + 1 とし、fk に隣接する変数ノードを
z, z1, . . . , zJ と書く。fk を根とする木 Tk から fk を除くと
z1, . . . , zJ をそれぞれ根とする J 個の排反な部分木に分解
することができる。この部分木 Uk に現れるファクタの積を
[Fzj→fk(zj , X

j
k)]と書く。

[Ffk→z(z,Xk)] = fk(z, z1, ...., zJ)
J∏

j=1

[Fzj→fk(zj , X
j
k)],

z1, ...., zJ ∈ Xk

ただし、X1
k , . . . , X

J
k , {zj}はXkの分割を与える。

ここで，[Fzj→fk(zj , X
j
k)]は素因子または素因子の積である．

葉である変数ノード zj に対しては，[Fzj→fk(zj , X
j
k)] = 1と

なる．
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∑
Xk

[Ffk→z(z,Xk)]

=
∑
Xk

fk(z, z1, ..., xJ)
J∏

j=1

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

=
∑

z1,...,zJ

∑
X1

k ,...,X
J
k

fk(z, z1, ..., zJ)

J∏
j=1

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

=
∑

z1,...,zJ

fk(z, z1, ..., zJ)
∑

X1
k ,...,X

J
k

J∏
j=1

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

=
∑

z1,...,zJ

fk(z, z1, ..., zJ)

J∏
j=1

∑
Xj

k

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

=
∑

z1,...,zJ

fk(z, z1, ..., zJ)

J∏
j=1

∑
∼zj

[Fzj→fk(zj , X
j
k)] (49.11)

グラフの隣接関係で表すと (49.10)を次のように書き直せる。∑
∼z

f(z, x1, . . . , xn)

=

K∏
k=1

∑
Xk

[Ffk→z(z,Xk)]

=
∏

fk∈∂z

∑
∼z

[Ffk→z(z,Xk)]
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(49.11)を次のように書き直せる。∑
∼z

[Ffk→z(z,Xk)]

=
∑

z1,...,zJ

fk(z, z1, ..., zJ)
J∏

j=1

∑
∼zj

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

=
∑

z1,...,zJ

fk(z, z1, ..., zJ)
∏

zj∈∂fk\{z}

∑
∼zj

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

変数ノード周りの展開に関する議論を繰り返すことにより次
を得る。 ∑

∼zj

[Fzj→fk(zj , X
j
k)]

=
∏

fk′∈∂zj\{fk}

∑
∼zj

[Ffk′→z(z,Xk′)]

次の式の置き換えを行うことにより SPアルゴリズムが導出さ
れる。 ∑

∼z

[Ffk′→z(z,Xk′)] =: µfk′→z(z)∑
∼zj

[Fzj→fk′ (zj , Xk′)] =: µfk′→zj (zj)
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49.3 計算量
Sum-Productアルゴリズムを実行するための計算量を評価

してみよう。Sum-Productアルゴリズムは与えられた関数 f

の因子分解に対して、その周辺化∑
∼xj

f(x1, . . . , xn) (49.12)

を計算する。Sum-Productアルゴリズムを用いずに、(49.12)

を素朴に計算すると |X |nの計算量が必要である。
関数 fは少数の変数の因子に分解されている．すなわち、次

のように表せることを思い出そう。

f(x1, . . . , xn) =

m∏
i=1

fi(Xfi)

Xfi ⊂ {x1, . . . , xn}, #Xfi � n (i = 1, . . . ,m)

漸近的な議論を簡単にするために、

∂fi = #Xfi = On(1), (49.13)

∂xj = #Fxj = On(1), (49.14)

と仮定しよう。(49.13)と (49.14)はファクターノード fiと変
数ノード xj それぞれに対して、接続する辺の数が nに対して
定数であることを意味している。これより、総辺数はOn(n)で
あり、辺数ノード処理とチェックノード処理において各辺に対
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して必要な計算量はOn(1)となる。結果として Sum-Product

アルゴリズムの実行に必要な計算量はOn(n)となることがわ
かる。

50 最適な推定
一般に独立とは限らない同時確率 pX,Y (x, y)が既知である

離散確率変数ペア (X,Y )に対して，y ∈ Y を観測したときに
x ∈ X を推定する写像 ϕ : Y → X を考える．

p(X = ϕ(Y )) = E1[X = ϕ(Y )] (50.1)

を最大にする ϕを ϕoptと書く．ここで，1[·]は引数の命題が
真である場合に 1を，偽である場合には 0を返す関数である．
ϕoptは最大事後確率推定で実現される．

ϕopt(y) = argmax
x∈X

p(x|y)

これは次の議論から分る．写像 ϕ : Y → X に対して，
p(X = ϕ(Y ))

=
∑

x∈X ,y∈Y
pX,Y (x, y)1[x = ϕ(y)]

=
∑
y∈Y

pY (y)
∑
x∈X

pX|Y (x|y)1[x = ϕ(y)]

=
∑
y∈Y

pY (y)pX|Y (ϕ(y)|y)
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となる．したがって，

ϕ(y) = argmax
x∈X

pX|Y (x|y)

と選べばこの ϕは (50.1)を最大にすることがわかる．

51 復号問題への応用
パリティ検査行列 H ∈ Xm×n によって定義される符号空

間 C = {x|Hx = 0}から一様ランダムに選ばれた符号語 x =

(x1, . . . , xn) ∈ X n, (X = {0, 1})が送信され，通信路出力と
して y = (y1, . . . , yn) ∈ Ynを得た．このとき Sum-Proudctア
ルゴリズムを用いてビット毎の最大事後確率復号問題を解く
ことを考えよう．

argmax
xj∈{0,1}

pXj |Y (xj |y) for j = 1, . . . , n (51.1)

この復号法はビット誤り率に関して最適であることは前節の
結果からわかる．
事後確率の計算は，次のように変形することにより，X n =
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{0, 1}n上の関数の周辺化の問題とみなすことができる．

pXj |Y (xj |y) =
∑
∼xj

pX|Y (x|y)

(Bayes)
=

∑
∼xj

pY |X(y|x)pX(x)/pY (y)

∝
∑
∼xj

py|x(y|x)1[Hx = 0] (51.2)

この py|x(y|x)1[Hx = 0]が少数引数の因子に因子分解できれ
ば，(51.2)の周辺化を Sum-Productアルゴリズムによって計
算することにより (51.1)を効率的に求めることができる．さ
らに，ファクタグラフに含まれるループが少なければ高い精
度の近似計算が可能である．
まず (51.2) の 1[Hx = 0] の因子分解を考えてみよう．

行列 H とベクトル x の積が 0 であることは行ベクトル
(hi,1, . . . , hi,n)(i = 1, . . . ,m)と xの積が 0であることと同値
なので，次のように因子分解することができる．

1[Hx = 0] =

m∏
i=1

1

[∑n
j=1hi,jxj = 0

]
=

m∏
i=1

1

[∑
j∈J(i)xj = 0

]
(51.3)

ここで，J(i) = {j|hi,j 6= 0}である．この因子分解 (51.3)の
ファクタグラフはタナーグラフと呼ばれている．J(i)のサイ
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ズが小さければ、すなわちH が疎であれば、1[Hx = 0]は少
数引数の因子に因子分解されることがわかる。
例 51.4. パリティ検査行列

H =

1011100

1101010

0111001


に対して、(51.3)は次で与えられる。

1[Hx = 0] =1[x1 + x3 + x4 + x5 = 0]

× 1[x1 + x2 + x4 + x6 = 0]

× 1[x2 + x3 + x4 + x7 = 0]

□
次に，通信路として無記憶を仮定すると

pY |X(y|x) =
n∏

j=1

pYj |Xj
(yj |xj)

と因子分解される．有限状態 s0, s1, . . . , sn ∈ S を有する 1次
マルコフ通信路を考えよう。

pY |X(y|x) =
∑

s∈Sn+1

pY ,S|X(y, s|x)

pY ,S|X(y, s|x)

=

n∏
j=1

pYj ,Sj |Sj−1,Xj
(yj , sj |sj−1, xj)pS0(s0)
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と通信路状態 s0, s1, . . . , snを周辺化のための変数に加える事
で因子分解される．

52 BSCにおけるシンドローム復号
パリティ検査行列 H ∈ Xm×n によって定義される符号空

間 C = {x|Hx = 0}から一様ランダムに選ばれた符号語 x =

(x1, . . . , xn) ∈ X n, (X = {0, 1})が送信され，反転確率 ϵの
BSC通信路出力 x+ z = y = (y1, . . . , yn) ∈ {0, 1}nに対して、
シンドローム s = Hyを観測できる状況で、ノイズベクトル z

を推定する問題を考える。このとき Sum-Proudctアルゴリズ
ムを用いてビット毎の最大事後確率復号問題を解くことを考
えよう．

ẑj = argmax
zj∈{0,1}

pZj |S(zj |s) for j = 1, . . . , n

事後確率の計算は，次のように変形することにより，X n =

{0, 1}n上の関数の周辺化の問題とみなすことができる．

pZj |S(zj |s) =
∑
∼zj

pZ|S(z|s)

(Bases)
=

∑
∼zj

pS|Z(s|z)pZ(z)/pS(s)

∝
∑
∼zj

pS|Z(s|z)pZ(z)
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pS|Z(s|z) = 1[Hz = s]

pZ(z) =

n∏
j=1

pZj (zj)

pZj (zj) =

ϵ (zj = 1)

1− ϵ (zj = 0)

53 木とは限らないタナーグラフを有するパ
リティ検査行列に対する復号 (確率領域)

パリティ検査行列Hに対して，そのタナーグラフは一般にサ
イクルを有するので，Sum-Productアルゴリズムを適用して
も，すべての辺に対してメッセージを計算することができない．
そこで，変数ノードxjからファクタノード1

[∑n
j=1 hi,jxj = 0

]
へのメッセージを値が１である定数関数により初期化し，メッ
セージを１回だけでなく反復して更新を行う．この修正によ
りアルゴリズムはからなずしも終了しなくなってしまうので，
更新回数に上限を設けなければならない．
X = {0, 1}であるから変数 xj とファクタノード fi の間の

メッセージは長さ 2の確率ベクトル

(µxj→fi(0), µxj→fi(1)),

(µfi→xj
(0), µfi→xj

(1))
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として表すことができる．Hのタナーグラフが木でない場合、
次のように復号アルゴリズムを修正する。
パリティ検査行列H = (hij)に対して、

J(i) : = {j|hi,j 6= 0},
I(j) : = {i|hi,j 6= 0}

とする。µxj→fi(xj)とµfi→xj
(xj)をそれぞれµji(xj)とµij(xi)

と書く。

1. 初期化

µ
(0)
j (0) : = pYj |Xj

(yj |0)

µ
(0)
j (1) : = pYj |Xj

(yj |1)

µ
(0)
ij (0) : = 1

µ
(0)
ij (1) : = 1

2. 変数ノード処理

µ
(t)
ji (0) : = µ

(0)
j (0)

∏
i′∈I(j)\{i}

µ
(t)
i′j(0)

µ
(t)
ji (1) : = µ

(0)
j (1)

∏
i′∈I(j)\{i}

µ
(t)
i′j(1)
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3. 符号ビット推定

µ
(t)
j (0) : = µ

(0)
j (0)

∏
i′∈I(j)

µ
(t)
i′j(0)

µ
(t)
j (1) : = µ

(0)
j (1)

∏
i′∈I(j)

µ
(t)
i′j(1)

x̂
(t)
j : =


0 (µ

(t)
j (0) > µ

(t)
j (1))

? (µ
(t)
j (0) = µ

(t)
j (1))

1 (µ
(t)
j (0) < µ

(t)
j (1))

4. チェックノード処理

µ
(t+1)
ij (0) :=∑

xJ(i)\j

1
[∑

j′∈J(i)\jxj′ = 0
] ∏
j′∈J(i)\{j}

µ
(t)
j′i(xj′)

µ
(t+1)
ij (1) :=∑

xJ(i)\j

1
[∑

j′∈J(i)\jxj′ = 1
] ∏
j′∈J(i)\{j}

µ
(t)
j′i(xj′)

5. 符号語推定Hx̂(t) = 0ならば x̂(t)を推定符号語として出
力する。そうでなければ、2から繰り返す。
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54 木とは限らないタナーグラフを有するパ
リティ検査行列に対する復号 (対数領域)

導出は [2, p.58]を見てください。確率領域メッセージの表
現方法では、数値安定性 (http://bit.ly/2GQgFoD)が低く、
安定した計算を行うためには多くの桁数を必要とする。次で
定義される確率領域メッセージ µから対数領域メッセージ lへ
の変換を考える。(

µ(0), µ(1)
)
←→ l

def
= ln

µ(0)

µ(1)

これらの対数比に変換した対数領域メッセージが使われる。
高い安定性で計算することができる [2, (2.17)]．

1. 初期化

l
(0)
j := ln

pYj |Xj
(yj |0)

pYj |Xj
(yj |1)

l
(0)
ij := 0

2. 変数ノード処理

l
(t)
ji := l

(0)
j +

∑
i′∈I(j)\i

l
(t)
ij
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3. 符号ビット推定

l
(t)
j := l

(0)
j +

∑
i′∈I(j)

l
(t)
ij

x̂
(t)
j :=


0 (l

(t)
j > 0)

? (l
(t)
j = 0)

1 (l
(t)
j < 0)

4. チェックノード処理

l
(t+1)
ij := 2 tanh−1

( ∏
j′∈J(i)\{j}

tanh(l
(t)
j′i/2)

)
(54.1)

5. 符号語推定Hx̂(t) = 0ならば x̂(t)を推定符号語として出
力する。そうでなければ、2から繰り返す。

55 低計算量の復号法
対数領域メッセージ lに対して次の変換を考えよう。

l←→ (α, β)

α := sgn(l)

β := |l|
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(54.1)は、次のように書ける。
α
(t+1)
ij : =

∏
j′∈J(i)\{j}

α
(t)
j′i

β
(t)
ij : = ϕ−1

(∑
j′∈J(i)\{j}ϕ(β

(t)
j′i )
)

(55.1)

ここで、ϕ(x)は x > 0に対して定義される関数である。
ϕ(x) : = − ln

(
tanh(x/2)

)
ϕの逆関数は ϕとなる。

ϕ−1(x) = ϕ(x)

0 1 2 3
0

1

2

3

x

y

y = ϕ(x)

y = 2e−x

y = − ln(x/2)
y = x

[4, 5.5]に下のものを含む近似復号法が掲載されている。
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1. (55.1)を下で置き換えた復号法を min-sum復号法とい
う。

β
(t)
ij : = min

j′∈J(i)\{j}
β
(t)
j′i

2. (55.1)の入力と出力を量子化して LUTを用いる方法

3. 次の近似を用いた方法

ϕ(x) '

2e−x (x < ln 2)

− ln(x/2) (x > ln 2)

56 疎なパリティ検査行列の構成法
ノイズに対して耐性を持たせるために情報ビット系列は冗

長なパリティビットを有する符号語に符号化される．符号語
x = (x1, . . . , xn)は，パリティ検査行列と呼ばれるm×nの２
元行列H = (hi,j), i = 1, . . . ,m, j = 1 . . . ,mとの積が０にな
るように符号化される．疎なパリティ検査行列によって定義
される誤り訂正符号を LDPC符号という．
列重みが dcで行重みが drのパリティ検査行列によって定義

される LDPC符号は (dc, dr)正則符号と呼ばれる．
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56.1 プロトグラフ符号
dr × dc の成分がすべて１であるベース行列を用意して，1

をサイズ P のランダムな置換行列に置き換えることで，符号
長 n = Pdcの (dc, dr)正則符号を構成することができる．ベー
ス行列の対応するタナーグラフは、プロトグラフと呼ばれる。
例．dc = 3, dr = 6とするとベース行列Bは

B3,6 =

[
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

]
となる。P = 4 として得られるパリティ検査行列 HP=4

3,6 は

図 56.1: ベース行列B3,6に対応するプロトグラフ
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(56.2)となる．ただし，0の表記を省略している．

H
(4)
3,6 =



1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1


(56.2)

符号空間 C = {x ∈ {0, 1}n|Hx = 0} の次元は次元定理か
ら n − rank(H)となる。この構成法によって作られたサイズ
drP × dcP パリティ検査行列Hのランクはフルランク drP か
ら少なくとも dr − 1だけ減ってしまうので、符号化の際に注
意が必要である。

57 空間結合符号
空間結合符号は，下のような帯状のベース行列によって構

成される LDPC符号であり，無記憶とは限らない広範囲の通
信路の通信路容量を達成する復号性能を有する [5]ことが知ら
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れている．

BSC =



1 1
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
1 1


このベース行列Bから生成されたパリティ検査行列Hを考え
てみよう。すべての列で列重みは、一定 (この場合には 3)で
ある。一方、行重みに関しては、中央の重みが 6であるのに
対して、上と下の行では 6より小さい重みになっている。こ
のことから、上と下の行においては、SPAの行処理において
正しく推定されやすくなり、反復復号が進むにつれてその効
果が中央に浸透していくこととなる。

図 57.1: ベース行列BSC に対応するプロトグラフ
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58 正則LDPC符号、非正則LDPC符号
列重みと行重みがそれぞれ一定の dcと drであるパリティ検

査行列によって定義される LDPC符号を (dc, dr)-正則 LDPC

符号という。列重みと行重みが一定とは限らないパリティ検査
行列によって定義される LDPC符号は、非正則 LDPC符号と
呼ばれる。非正則 LDPC符号の性能は、次数分布によって特
徴づけられる [2, §3.4]。次数分布から、逆に非正則 LDPC符
号を構成する方法は [2, p. 78, Def. 3.15]に載っている。

59 多元LDPC符号
• Invented [1].

• Rediscovered [6].

定義 59.1 (Fq 上の符号). q = pd、Fq をサイズ qの有限体と
する。サイズm × nのパリティ検査行列H = (hi,j) ∈ Fm×n

q

によって定義される Fq上の線形符号は、下記の通り定義され
る符号語 x := (x1, . . . , xn) ∈ Fn

q の集合である。{
x ∈ Fn

q |
n∑

j=1

hi,jxj = 0, for i = 1, . . . ,m
}
⊂ Fn

q

293



さらにこの第 2因子を、(51.2)と同様に考えて、受信後 Y を
観測したもとでのXj に関する事後確率を次にように表せる。

pXj |Y (xj |y) =
∑
∼xj

pX|Y (x|y)

(Bayes)
=

∑
∼xj

pY |X(y|x)pX(x)/pY (y)

∝
∑
∼xj

py|x(y|x)1[Hx = 0]

(51.3)と同様に考えて、次のように因子分解することができる．

1[Hx = 0] =
m∏
i=1

1

[∑n
j=1hi,jxj = 0

]
=

m∏
i=1

1

[∑
j∈J(i)xj = 0

]
□

定義 59.2 (GLn(Fp)を使った多元 LDPC符号). Fp上のサイ
ズ dの正則行列のなす一般線形群を GLd(Fp)と書く。hi,j ∈
GLd(Fp) for i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , nに対して、{
(x1, . . . , xn) ∈ (Fd

p)
n |

n∑
j=1

hi,jxj = 0, for i = 1, . . . ,m
}
⊂ (Fd

p)
n

をGL符号という。59.3の表現により、GL符号は Fq 上の線
形符号と見なすことができる。
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命題 59.3 (Representation of the Field by Matrices, [7, Ch.

4, §3]). The companion matrix of the polynomial a(x) = a0+

a1x+ · · ·+ ar−1x
r−1 + xr is defined to be the r × r matrix

M =


0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 1 . . . 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 −ar−1


□

For example, take π(x) = x3 + x + 1 over GF(2). The
elements of GF

(
23
)
can then be represented as:

0 M M2 M3 M4 M5 M6 M7000
000
000

 001
101
010

 010
011
101

 101
111
011

 011
110
111

 111
100
110

 110
001
100

 100
010
001


0 α α2 α3 α4 α5 α6 α7 = 1

(000)T (010)T (001)T (110)T (011)T (111)T (101)T (100)T

where addition and multiplication in the field correspond to

addition and multiplication of these matrices.

This is a very laborious way of describing the field. It is less

trouble to write the first row of each matrix as a polynomial

in α, i.e., M ↔ α,M2 ↔ α2, M3 ↔ 1 + α etc., and perform

multiplication modulo α3 + α + 1. Of course this gives the

same representation of the field. □
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定義 59.4 (畳み込み). µ1, µ2 : Fq → Rに対して、畳み込み

[µ1 ⊗ µ2](x) =
∑

x1,x2∈Fq :x=x1+x2

µ1(x1)µ2(x2)

を定義する。 □
定義 59.5. µ : Fq → Rに対して、フーリエ変換を定義する。

M(y) =
∑
x∈Fq

(−1)x·yµ(x)

x · y =

p∑
i=1

xiyi

□
命題 59.6. µ, µ1, µ2 : Fq → Rに対して、次は同値である。

µ(x) = [µ1 ⊗ µ2](x)

M(y) = M1(y)M2(y)

□
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