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古典符号理論から量子誤り訂正へ

古典符号理論：すでに成熟した成功
古典符号理論は高度に成熟しており、BP 復号によって通信路容量に迫る性能をブロック
長に線形な計算量で実現できる。
そこで自然に生じる問いは、これらの強力な古典技術を量子誤り訂正へ持ち込めるか、と
いう点である。

古典 LDPC 符号から学ぶこと
BP 復号はパリティ検査行列 H の疎性を利用し、局所的なパリティ制約に基づいて各ビッ
トの信頼度を反復更新する。
密度発展は、H の正則次数分布の LDPC 符号はウォーターフォール領域で優れた BP 性
能が得られることを示す。
ランダム疎符号では、列重み ≥ 3 を課すことで最小距離が線形に成長することが保証さ
れる。
Tanner グラフの ガース（最短閉路長）は、復号ダイナミクスと距離特性の両方に本質的
である。
有限体拡大上の非 2 値 LDPC 符号は、列重み 2 でも強い BP 性能を示し得る。
最終的には、最小距離がエラーフロア挙動を決める。

例：(3, 6)正則符号

H =




例：Tannerグラ

フ
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数値結果：非 2値 LDPCに基づく qubit符号

まず提案方式の復号性能を示します。以下の性能が得られています。
しきい値的な FER曲線 が明確に観測され、ハッシング
限界に近づく。
BP復号は論理量子ビット数に対して線形計算量。OSD
などの重い後処理は用いていない。
フレーム誤り率が少なくとも 10−4 までエラーフロアは
観測されていない。
非常に高い 符号化率 を達成：R ≥ 1/3。
論理量子ビット数は k = 106 に迫り、量子 LDPC符号と
しては例外的に大規模である。
GPU実装により、復号スループットは約 1M [qbps]。

a
https://github.com/kasaikenta/gd-css-decoder

b
https://github.com/NagatsukiSep/gd-css-decoder
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aKomoto and Kasai, npj Quantum Information, 2025.
bKasai, Hagiwara, Imai, and Sakaniwa, IEEE Trans. IT, 2011.
cK. Kasai, arXiv:2506.15636, 2025.
dK. Kasai, IEEE ISTC 2025.
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誤り訂正の一般手順

古典の誤り訂正
1. 古典 LDPC符号は 1つ のパリティ検査行列 H
で定義される。

2. 物理ノイズは 2値誤りベクトル e ∈ Fn
2 で表す。

3. シンドロームを測定：
s = He.

4. 復号器は ê を求める：
Hê = s.

5. 成功条件：
ê+ e ∈ {0}.

量子の誤り訂正
1. 量子 LDPC符号では 2つ の行列 HX , HZ が必
要で、

HXHT
Z = 0

を満たす。
2. 物理ノイズは (x, z) で表す。
3. シンドロームを測定：

sX = HXz, sZ = HZx.

4. 復号器は x̂, ẑ を求める：
HZ x̂ = sZ , HX ẑ = sX .

5. 成功条件：
x̂+ x ∈ C⊥

Z , ẑ + z ∈ C⊥
X .
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量子 LDPC符号の一般的構成
量子 LDPC符号には 2つ のパリティ検査行列 HX と HZ が必要で、直交条件

HXHT
Z = 0 (over F2).

を満たさなければならない。
この直交条件は HX と HZ の設計に強い制約を与え、行・列重み分布や達成可能なガースを大きく制限する。
その結果、多くの構成は高い構造性をもつ完全直交な疎 full 行列対から出発する。しかし、この段階では量
子レート R = (n− rank(HX)− rank(HZ))/n = 0 となることが典型的である。

H
(ful)
X

(
H

(ful)
Z

)T
= 0.

望ましい符号化率を得るために、full 行列からチェック行の一部を削除して最終的な HX と HZ を得る。

H
(ful)
X =

[
HX

H
(res)
X

]
, H

(ful)
Z =

[
HZ

H
(res)
Z

]

H
(res)
X の各行 z（典型的に低重み）は自動的に HZz

T = 0 を満たし、したがって z ∈ CZ である。一般に
z /∈ C⊥

X なので、z は CZ \ C⊥
X に属する Z 型の 論理 演算子として働く。
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提案量子 LDPC符号を支える鍵となる要素

提案性能は、以下の要素を組み合わせることで実現される。
一般化 Hagiwara–Imai 構成を採用する。
アフィン置換行列（APM）により、HX と HZ の 可換性 を精密に制御
する。
有限体上の非 2値 LDPCでは列重み J = 2 が有利であり、超疎 なパリ
ティ検査行列を実現し、大きなガース（≥ 12） を保証できる。
列重み J = 2 では、すべての符号語は Tannerグラフ上の閉路（または閉
路の和）で生成される。非 2値シンボルを慎重に割り当てることで、閉路
由来の構造が有効な符号語を作れないようにし、小さな論理誤りを除去
する。
X と Z の相関を最大限に活かすため、ジョイント信念伝播 復号を用いる。
エラーフロア領域で支配的な、長さ 12閉路に対応するトラップ集合によ
る誤り事象は、符号長に依存しない On(1) 計算量の後処理 アルゴリズム
で補正する。
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一般化 Hagiwara–Imai構成：(J, L)正則 LDPC CSS符号

一般化 Hagiwara–Imai構成は、置換ブロックを周期的に配置することで (J, L)正則 LDPC CSS符号を系統
的に構成する方法である。
{Fi}L/2−1

i=0 と {Gi}L/2−1
i=0 を P × P の置換行列とする。

full パリティ検査行列 H
(ful)
X と H

(ful)
Z は L/2× L のブロック巡回（block-circulant）行列であり、各ブロッ

ク行は 1ステップ巡回シフトで得られる。
例：J = 2, L = 6

H
(ful)
X =

 F0 F1 F2 G0 G1 G2

F2 F0 F1 G2 G0 G1

F1 F2 F0 G1 G2 G0

 , H
(ful)
Z =

 G−1
0 G−1

1 G−1
2 F−1

0 F−1
1 F−1

2

G−1
2 G−1

0 G−1
1 F−1

2 F−1
0 F−1

1

G−1
1 G−1

2 G−1
0 F−1

1 F−1
2 F−1

0

 .

最終的な HX と HZ は、H
(ful)
X と H

(ful)
Z の上から J 個のブロック行を取り出すことで得られ、(J, L)正則

LDPC行列となる。
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一般化 Hagiwara–Imai構成：可換性が直交性を制御する
すべての置換ブロック {Fi}, {Gj} に可換性を強制すれば直交性は保証されるが、同時に低重みの論理誤りを誘発
し、最小距離を制限してしまう。
鍵となる発想：可換性を緩める。
すべて の置換ブロックに可換性を課すのではなく、HX と HZ の直交性を保証するのに本当に必要な ブロック対
に対してのみ可換性を要求する。
可換性が直交性を制御する。
HX と HZ の直交性は、置換ブロック Fi と Gj の可換関係で決まる。ここで

∆J := {(k − i) mod L2 | 0 ≤ i, k ≤ J − 1} ⊆ {0, 1, . . . , L2 − 1}.

とおく。任意の r ∈ ∆J と任意の u ∈ {0, 1, . . . , J − 1} に対して
Fu Gr−u = Gr−u Fu

が成り立てば、直交条件 HXHT
Z = 0 が満たされる。

非可換性が距離制限を破る。
この必要部分集合の外側では意図的に非可換性を許すことで、硬直した代数構造が壊れる。
その結果、完全可換構成に内在する厳しい上界、例えば最小距離に対する dmin ≤ L やガースに対する g ≤ 2L と
いった制限を緩和できる。
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可換性制御のためのアフィン置換行列

置換ブロック間の可換性は直交条件 HXHT
Z = 0 を保証する。一方、意図的に導

入する 非可換性 は、過度に制限された構造を避け、最小距離に関する従来の上
界を緩める鍵となる。
しかし、一般の置換行列の中で、指定した可換・非可換パターンを満たすものを
設計するのは難しい。

アフィン置換行列（APM）：ZP 上のアフィン置換は
f(x) = ax+ b (mod P ), a ∈ Z×

P , b ∈ ZP .

2つのアフィン置換 f(x) = a1x+ b1 と g(x) = a2x+ b2 に対し、可換条件
f ◦ g = g ◦ f は次の単純な代数条件に還元される：

(a1 − 1)b2 = (a2 − 1)b1 (mod P ).

したがって APMを用いると、可換性と非可換性を組合せ的探索ではなくパラ
メータで明示的に設計できる。

F =

一般の置換：
f(x) = (6, 2, . . . , 8, 11, 0)

F =

アフィン置換：
f(x) = 2x + 3 (mod P = 15)

F =

巡回置換：
f(x) = x + 4 (mod P = 15)
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APMの合成による閉路検出（J = 2）

HX :=

(
F0 F1 F2 G0 G1 G2

F2 F0 F1 G2 G0 G1

)
, HZ :=

(
G−1

0 G−1
1 G−1

2 F−1
0 F−1

1 F−1
2

G−1
2 G−1

0 G−1
1 F−1

2 F−1
0 F−1

1

)
(J = 2).

すべてのブロック Fi と Gi がアフィン置換行列（APM） であると仮定する。
対応する 2× 2 ブロック部分行列に長さ 4閉路が存在することは、ある 合成アフィン置換 が不動点を持つこ
とと同値である。すなわち

f−1
0 ◦ f1 ◦ f−1

0 ◦ f2(x) = x を満たす x ∈ [P ]が存在する。
APMでは合成写像も再びアフィンとなる：

f−1
0 ◦ f1 ◦ f−1

0 ◦ f2(x) = ax+ b (mod P ),

したがって不動点の存在は gcd条件 gcd(a− 1, P ) | b で判定できる。
よって 4サイクルの有無は、対応する APMの合成 が不動点を持つかどうかの判定に還元される。
この手法は長さ ℓ の閉路にも自然に一般化できる。列重み J = 2 が与える 超疎 構造を活かすことで、短い
閉路を体系的に避け、ガース 12 を達成できる。
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非 2値拡張

パリティ検査行列を有限体 GF(2e) 上へ拡張する。本研究で
は e = 8 を用いる。
各有限体要素 αi は、パリティ検査行列の中で e× e の 2値
行列 Ai により表現する。ここで α は原始多項式 p(α) = 0
で定まる原始元、A は対応する コンパニオン行列である。
非 2値シンボルを 2値コンパニオン行列で表すため、提案符
号は qudit 符号ではなく qubit 符号とみなせる。
列重み J = 2 が有利で、超疎 なパリティ検査行列を実現し、
大きなガース（≥ 12） を保証できる。
BP復号では GF(2e) 上の確率分布を更新する。

Follow-Up Study on “Efficient Mitigation
of Error Floors in Quantum Error

Correction using Non-Binary LDPC Codes”
Kenta Kasai
Science Tokyo

Background
Previous studies [1, 2] have shown that quantum
error-correcting codes based on Fq-valued LDPC
codes exhibit near-hashing-bound decoding
performance over the depolarizing channel using joint
belief propagation (BP) decoding (see Fig. 1).
However, for codes with low coding rate R and large
blocklength n, a significant error floor was observed
(see Fig. 1).
In the error floor regime, the joint BP algorithm was
trapped in a small set of short cycles on the Tanner
graph, resulting in decoding failures on a small number
of noise components (see Fig. 4).

1. A previous study [3] addressed this issue for R = 1/2
by designing codes that avoid such short cycle
structures.

2. This work aims to resolve the error floor problem even
for codes with R = 1/3!

entries represent zero):

HΓ =

)



3F 4F 40 89 0A F1
D9 68 0D BC 4B 18

A9 4C 63 81 78 5C
79 0B E1 89 98 77

B9 FE 5F 86 AA 0B
01 F6 30 41 4B C7

A9 D1 3F C7 5A EA
C8 C8 AA EE A7 5F

BD 68 3B E7 37 B1
61 88 02 44 80 D7

CA 5D 6F F3 C7 43
8C 4E D3 16 CD 6D

97 BE A4 2D 85 B7
0E A7 AC 92 0C 58

D7 F3 7C 89 08 D4
C3 75 30 4D 87 5C





,

H∆ =

)



ED AC A6 16 EF 93
C4 7C 91 B4 C7 E5

D6 78 2E 0A 13 D5
B1 5C D8 71 C3 AC

34 AB 12 16 15 9B
3E EF 59 18 0E 83

D0 06 CD 86 8F F9
7F 58 21 9C 06 87

3D DC F3 E6 72 5C
0F 1D 14 F6 9D 1B

58 50 C2 16 89 0E
14 59 47 05 F4 9B

5A 7D CC 48 69 C1
C0 88 4C 0A 76 A0

21 3F 40 B7 70 AA
6F 88 24 3E 90 72





.

Each nonzero entry such as 0F represents the field element α15, where α is a fixed primitive element of Fq, and the
exponent is the decimal equivalent of the hexadecimal value. The nonzero support (positions) of HΓ and H∆ matches
those of the corresponding binary matrices ĤX and ĤZ . The matrices HΓ and H∆ are constructed to be orthogonal.
For example, let us examine the orthogonality between the 7th row of HΓ and the 5th row of H∆. These rows contain
the following intersecting non-zero entries:

HΓ[7, ·] = (α200,α238), H∆[5, ·] = (α62,α24).
Then, their inner product is given by:

α200 · α62 + α238 · α24 = α(200+62) mod 255 + α(238+24) mod 255 = α7 + α7 = 0.

This confirms that the two rows are orthogonal over F256. !

III-C Construction of HX and HZ

In this section, we construct orthogonal F2-valued matrices HX and HZ of size m→n from the orthogonal Fq-valued
matrices HΓ and H∆ of size M →N obtained in the previous section, where n = eN and m = eM . This construction
follows the method used in [30] and [31]. The matrices HX and HZ are constructed from HΓ and H∆ as follows. The
theoretical justification and proofs, which were omitted in [30] and [31], are provided in the appendices.

The companion matrix A(γ) ∈ Fe→e
2 for γ ∈ Fq are defined in Appendices A. Using the mapping A, we construct

the binary parity-check matrices (HX , HZ) as follows:
HX =

(
A(γi,j)

{
, HZ =

(
A(δi,j)"{.

From the properties of the companion matrix, it can be verified that (HX , HZ) are orthogonal:
HXH"

Z = O. (11)
A proof of (11) is provided in Appendix C.

We denote by CΓ and C∆ the Fq-linear spaces defined as the null spaces of the matrices HΓ and H∆, respectively:
CΓ = {ξ ∈ FN

q | HΓξ = 0}, C∆ = {ξ ∈ FN
q | H∆ξ = 0}.

Likewise, we denote by CX and CZ the F2-linear spaces defined as the null spaces of the binary matrices HX and HZ ,
respectively:

CX = {x ∈ Fn
2 | HXx = 0}, CZ = {x ∈ Fn

2 | HZx = 0}.

Results

Figure 1. Quantum error correction performance of the conventional
method [2] over the depolarizing channel (pD using Fq-valued LDPC codes
(e = 8, q = 2e). The code parameters are [[n = 2ePL, k = nR, d  10]]. A
clear error floor appears at coding rate R = 1/3.

Figure 2. Performance comparison between the proposed method and the
conventional method [2] (both code construction and decoding). Proposed
code + proposed decoder (red), conventional code + conventional decoder
(blue). Conventional code: [[312000, 104000, 10]]; Proposed code:
[[312000, 104000, 14]], with P = 6500.

Figure 3. Physical error rate pD for achieving FER = 10�4 as a function of
coding rate R. The proposed method achieves performance close to the
hashing bound across a wide range of coding rates.

Conventional Method: Joint BP Decoding
1. Joint BP decoding iteratively
estimates the X/Z noise vectors
(x, z) from the syndromes (s, t).

2. Degeneracy of quantum errors is
not considered; decoding is
declared successful if the
estimated noise matches the true
noise.

3. Even at low noise levels, decoding
occasionally fails—this is the error
floor phenomenon:
(a) In the error floor regime, decoding

failures involved noise affecting no
more than 12 qubits.

(b) These failures were always associated
with being trapped in a set of
length-12 cycles.

4. Goal: Eliminate the error floor!

Figure 4. Factor graph for joint BP decoding: an example of a
length-12 cycle.

Classification of the Three Cycle Types
Let P (C) be the proposition:

P (C) =

Here, (HZ)C denotes the submatrix ofHZ obtained by zeroing out all entries not involved in the
cycle C. We classify the cycle C by examining whether the associated subspace

NC := null((HZ)C) ⇢ CZ

is contained in C?
X
⇢ CZ.

1. If P (C) = true: Then NC = span(H (i)
X
) ⇢ C

?
X
⇢ CZ. This is classified as Type 1: correctable

degenerate errors.
2. If P (C) = false and (HZ)C is rank-deficient: Then NC \ {0} ⇢ CZ \ C?

X
. This is Type 2:

contains uncorrectable errors.
These cycles are problematic; our code construction aims to eliminate them.

3. If P (C) = false and (HZ)C has full rank: Then NC = {0}. This is Type 3: non-degenerate,
identifiable errors.

Proposed Decoding Algorithm
1. Run joint BP decoding. If the estimated noise x̂(`) at iteration ` satisfies the measured
syndrome, i.e.,

ŝ
(`) = HZx̂

(`) = s,

then decoding is successful and the process terminates.
2. From the history of x̂(`) and ŝ(`), estimate the set of cycles {C} in which the decoder is
trapped due to error-floor noise.
(We limit the number of detected cycles to u = 2.)

3. If the cycle set {C} is correctly identified, then the noise outside the cycles should have
been correctly estimated:

x̂{C} = x{C}.

4. Solve the following linear system over the finite field Fq for the unknown noise variables
x{C}:

(HZ){C}x{C} + (HZ){C}x̂{C} = s.

This is a low-dimensional system (number of variables  6u and rank  6u).
If a solution exists, assign any such solution to x̂{C}, and output the total estimated noise:

x̂ := x̂{C} + x̂{C}.

5. If no solution exists, return to step 1 and continue decoding.

Conclusion and Outlook
1. Achieved quantum error correction performance near the hashing bound even at low
coding rates.

2. Next goal: extend to lower rates (i.e., higher noise levels pD).
3. Aim to realize similar performance using binary codes.
4. Explore applications to memory channels and multiple-access quantum communication.
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用語

LDPC: Low-Density Parity-Check
BP:Sum-Product
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Figure: 例：GF(28) 上の非 2 値パリティ検査行列
HZ .

Figure: コンパニオン行列 A とその冪
A2, A3, . . . , A254 = A−1（GF(2) 上）.
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J = 2 における小さな論理誤りの除去

列重みが J = 2 のとき、すべての符号語は Tanner
グラフ上の単一の閉路または閉路の和で生成される。
削除した行 H

(res)
X と H

(res)
Z に含まれる閉路構造

は、低重み符号語 を自然に生み、論理誤りの支配的
要因になり得る。
辺（またはブロック）に対して非 2値シンボルを慎
重に割り当てることで、これらの閉路が フルラン
ク になるようにする。
その結果、閉路由来の構造は有効な符号語を作れな
くなり、小さな論理誤りを効果的に除去できる。

Follow-Up Study on “Efficient Mitigation
of Error Floors in Quantum Error

Correction using Non-Binary LDPC Codes”
Kenta Kasai
Science Tokyo

Background
Previous studies [1, 2] have shown that quantum
error-correcting codes based on Fq-valued LDPC
codes exhibit near-hashing-bound decoding
performance over the depolarizing channel using joint
belief propagation (BP) decoding (see Fig. 1).
However, for codes with low coding rate R and large
blocklength n, a significant error floor was observed
(see Fig. 1).
In the error floor regime, the joint BP algorithm was
trapped in a small set of short cycles on the Tanner
graph, resulting in decoding failures on a small number
of noise components (see Fig. 4).

1. A previous study [3] addressed this issue for R = 1/2
by designing codes that avoid such short cycle
structures.

2. This work aims to resolve the error floor problem even
for codes with R = 1/3!

entries represent zero):

HΓ =

)



3F 4F 40 89 0A F1
D9 68 0D BC 4B 18

A9 4C 63 81 78 5C
79 0B E1 89 98 77

B9 FE 5F 86 AA 0B
01 F6 30 41 4B C7

A9 D1 3F C7 5A EA
C8 C8 AA EE A7 5F

BD 68 3B E7 37 B1
61 88 02 44 80 D7

CA 5D 6F F3 C7 43
8C 4E D3 16 CD 6D

97 BE A4 2D 85 B7
0E A7 AC 92 0C 58

D7 F3 7C 89 08 D4
C3 75 30 4D 87 5C





,

H∆ =

)



ED AC A6 16 EF 93
C4 7C 91 B4 C7 E5

D6 78 2E 0A 13 D5
B1 5C D8 71 C3 AC

34 AB 12 16 15 9B
3E EF 59 18 0E 83

D0 06 CD 86 8F F9
7F 58 21 9C 06 87

3D DC F3 E6 72 5C
0F 1D 14 F6 9D 1B

58 50 C2 16 89 0E
14 59 47 05 F4 9B

5A 7D CC 48 69 C1
C0 88 4C 0A 76 A0

21 3F 40 B7 70 AA
6F 88 24 3E 90 72





.

Each nonzero entry such as 0F represents the field element α15, where α is a fixed primitive element of Fq, and the
exponent is the decimal equivalent of the hexadecimal value. The nonzero support (positions) of HΓ and H∆ matches
those of the corresponding binary matrices ĤX and ĤZ . The matrices HΓ and H∆ are constructed to be orthogonal.
For example, let us examine the orthogonality between the 7th row of HΓ and the 5th row of H∆. These rows contain
the following intersecting non-zero entries:

HΓ[7, ·] = (α200,α238), H∆[5, ·] = (α62,α24).
Then, their inner product is given by:

α200 · α62 + α238 · α24 = α(200+62) mod 255 + α(238+24) mod 255 = α7 + α7 = 0.

This confirms that the two rows are orthogonal over F256. !

III-C Construction of HX and HZ

In this section, we construct orthogonal F2-valued matrices HX and HZ of size m→n from the orthogonal Fq-valued
matrices HΓ and H∆ of size M →N obtained in the previous section, where n = eN and m = eM . This construction
follows the method used in [30] and [31]. The matrices HX and HZ are constructed from HΓ and H∆ as follows. The
theoretical justification and proofs, which were omitted in [30] and [31], are provided in the appendices.

The companion matrix A(γ) ∈ Fe→e
2 for γ ∈ Fq are defined in Appendices A. Using the mapping A, we construct

the binary parity-check matrices (HX , HZ) as follows:
HX =

(
A(γi,j)

{
, HZ =

(
A(δi,j)"{.

From the properties of the companion matrix, it can be verified that (HX , HZ) are orthogonal:
HXH"

Z = O. (11)
A proof of (11) is provided in Appendix C.

We denote by CΓ and C∆ the Fq-linear spaces defined as the null spaces of the matrices HΓ and H∆, respectively:
CΓ = {ξ ∈ FN

q | HΓξ = 0}, C∆ = {ξ ∈ FN
q | H∆ξ = 0}.

Likewise, we denote by CX and CZ the F2-linear spaces defined as the null spaces of the binary matrices HX and HZ ,
respectively:

CX = {x ∈ Fn
2 | HXx = 0}, CZ = {x ∈ Fn

2 | HZx = 0}.

Results

Figure 1. Quantum error correction performance of the conventional
method [2] over the depolarizing channel (pD using Fq-valued LDPC codes
(e = 8, q = 2e). The code parameters are [[n = 2ePL, k = nR, d  10]]. A
clear error floor appears at coding rate R = 1/3.

Figure 2. Performance comparison between the proposed method and the
conventional method [2] (both code construction and decoding). Proposed
code + proposed decoder (red), conventional code + conventional decoder
(blue). Conventional code: [[312000, 104000, 10]]; Proposed code:
[[312000, 104000, 14]], with P = 6500.

Figure 3. Physical error rate pD for achieving FER = 10�4 as a function of
coding rate R. The proposed method achieves performance close to the
hashing bound across a wide range of coding rates.

Conventional Method: Joint BP Decoding
1. Joint BP decoding iteratively
estimates the X/Z noise vectors
(x, z) from the syndromes (s, t).

2. Degeneracy of quantum errors is
not considered; decoding is
declared successful if the
estimated noise matches the true
noise.

3. Even at low noise levels, decoding
occasionally fails—this is the error
floor phenomenon:
(a) In the error floor regime, decoding

failures involved noise affecting no
more than 12 qubits.

(b) These failures were always associated
with being trapped in a set of
length-12 cycles.

4. Goal: Eliminate the error floor!

Figure 4. Factor graph for joint BP decoding: an example of a
length-12 cycle.

Classification of the Three Cycle Types
Let P (C) be the proposition:

P (C) =

Here, (HZ)C denotes the submatrix ofHZ obtained by zeroing out all entries not involved in the
cycle C. We classify the cycle C by examining whether the associated subspace

NC := null((HZ)C) ⇢ CZ

is contained in C?
X
⇢ CZ.

1. If P (C) = true: Then NC = span(H (i)
X
) ⇢ C

?
X
⇢ CZ. This is classified as Type 1: correctable

degenerate errors.
2. If P (C) = false and (HZ)C is rank-deficient: Then NC \ {0} ⇢ CZ \ C?

X
. This is Type 2:

contains uncorrectable errors.
These cycles are problematic; our code construction aims to eliminate them.

3. If P (C) = false and (HZ)C has full rank: Then NC = {0}. This is Type 3: non-degenerate,
identifiable errors.

Proposed Decoding Algorithm
1. Run joint BP decoding. If the estimated noise x̂(`) at iteration ` satisfies the measured
syndrome, i.e.,

ŝ
(`) = HZx̂

(`) = s,

then decoding is successful and the process terminates.
2. From the history of x̂(`) and ŝ(`), estimate the set of cycles {C} in which the decoder is
trapped due to error-floor noise.
(We limit the number of detected cycles to u = 2.)

3. If the cycle set {C} is correctly identified, then the noise outside the cycles should have
been correctly estimated:

x̂{C} = x{C}.

4. Solve the following linear system over the finite field Fq for the unknown noise variables
x{C}:

(HZ){C}x{C} + (HZ){C}x̂{C} = s.

This is a low-dimensional system (number of variables  6u and rank  6u).
If a solution exists, assign any such solution to x̂{C}, and output the total estimated noise:

x̂ := x̂{C} + x̂{C}.

5. If no solution exists, return to step 1 and continue decoding.

Conclusion and Outlook
1. Achieved quantum error correction performance near the hashing bound even at low
coding rates.

2. Next goal: extend to lower rates (i.e., higher noise levels pD).
3. Aim to realize similar performance using binary codes.
4. Explore applications to memory channels and multiple-access quantum communication.
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We extract only the nonzero components involved in the equation H∆h→
kr = 0. The relevant portion can be represented

as the following matrix-vector product:
)



7C E5
12 15

3E 18
1D F6

C2 0E
6F 90





)



C8
C8
AA
EE
A7
5F




= 0

!
Discussion 1. In contrast to the cases k = 0, 1, the UTCBCs u(k) for k = 2 can negatively affect the minimum
distance dZ . As an example, consider the cycle C in HΓ highlighted in red in Example 4. The cycle C corresponds to a
square matrix of size L:

)



3F F1
4C 78

E1 89
8C 16

A4 85
F3 D4





In this instance, the matrix C happens to be of full rank, and hence the associated subcode N(C; HΓ) is the trivial (zero-
dimensional) subspace consisting only of the all-zero codeword. That is, N(C; HΓ) = {0}. However, if the arrangement of
nonzero symbols in HΓ were unfortunate and C failed to be full rank, then N(C; HΓ) would become a one-dimensional
subspace, containing a nonzero codeword. Such a codeword corresponds to an uncorrectable logical error and can
degrade the minimum distance dZ (see (13)).

Therefore, eliminating or carefully controlling UTCBCs u(2) is crucial for ensuring that the minimum distance
remains large.

V Proposed Code Construction
This section proposes an improved construction of the matrices ĤX , ĤZ , HΓ, H∆, HX and HZ , based on the

observations made in the previous section.
As shown in Theorem 3, the conventional codes presented in [31] inevitably contain length-2L cycles C that belong

to the UTCBCs u(k) for k → {0, 1, 2}. Among these, cycles in u(0) and u(1) are harmless to the minimum distance of
the code, as established in Theorem 5. In contrast, as explained in Discussion 1, cycles in UTCBC u(2) may introduce
low-weight codewords, depending on the specific values of the nonzero entries along the cycle, and therefore can degrade
the minimum distance of CΓ. The same argument applies to H∆ by symmetry, by interchanging the roles of HΓ and
H∆.

In a related work [34], the error floor was successfully reduced for a code with L = 8 and rate R = 1/2 by eliminating
all length-2L cycles. However, for the target parameters considered in this paper, namely J = 2, L = 6 and R = 1/3,
length-2L cycles in UTCBCs are unavoidable due to Theorem 3.

V-A Guiding Principles for the Construction
The objective of this section is to refine the conventional construction method of [31] (see Section III) so that the

resulting codes satisfy the following three properties:
1) The matrices ĤX and ĤZ contain no cycles of length less than 2L.
2) All length-2L cycles in ĤX and ĤZ belong to one of the UTCBCs u(k) with k → {0, 1, 2}.
3) For all length-2L cycles C belonging to the UTCBC u(2) in HΓ and H∆, the null spaces N(C; HΓ) and N(C; H∆)

are equal to {0}, respectively. In other words, each such cycle C must have full rank L (see Discussion 1).
Although eliminating all length-12 cycles requires L ≥ 8 (see Theorem 3), our goal is to achieve robust performance
even when L = 6 by carefully managing the structure and impact of UTCBCs.

In this section, we explicitly construct permutations f and g, along with the associated matrices ĤX , ĤZ , HΓ,
and H∆. Our goal is not merely to construct a single pair (ĤX , ĤZ) that satisfies the required conditions, but rather
to randomly sample such pairs from the space of all valid constructions. This randomized approach is essential for
harnessing the performance advantages of LDPC codes viewed as random codes [9].

Figure: 長さ 2ℓ の閉路がランク欠損なら、重み ℓ の閉路符号語
が存在する。

2Kasai, Hagiwara, Imai, and Sakaniwa, IEEE Trans. Information Theory, 2011.
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ジョイント BP復号 5

非 2値化した行列：GF(28) 上の HX と HZ

シンドロームを測定：
s = HZx, t = HXz

ジョイント BP復号はパリティ検査行列の疎性を利用し、局所
的なパリティ制約に基づいて各ビットの信頼度を 反復更
新する。
ジョイント BPは各反復で x̂ と ẑ を 同時に推定する。
誤り訂正の成功は次と同値：

x+ x̂ ∈ C⊥
X かつ z + ẑ ∈ C⊥

Z .

Towards Practical Quantum Error Correction: Near-Optimal
Performance and Floor Mitigation via Non-Binary LDPCCodes

A Review of Recent Developments in
Quantum Error Correction Using Non-Binary LDPC Codes

Kenta Kasai (Science Tokyo)

Summary
Recent studies [1, 2, 3, 4] have demonstrated
that binary CSS codes constructed from Fq-
valued LDPC codes can achieve decoding per-
formance close to the hashing bound over the
depolarizing channel, when joint belief propaga-
tion (BP) decoding is employed. Notably, this
high performance is attained while maintaining
decoding complexity proportional to the code
length.

Background
Conventional quantum LDPC codes have suf-
fered from the following drawbacks:

Low code rate,
Lack of scalability,
Absence of a threshold phenomenon,
High error floors,
Poor decoding thresholds,
Heavy post-processing required after BP
decoding.

In sharp contrast, classical coding theory is
highly mature, and such issues have long been
resolved in classical LDPC codes. Nevertheless,
quantum LDPC codes still face these challenges.

Code Construction
1. Use APM-LDPC Matrices

Affine permutation matrices (APMs) offer
greater randomness than circulant
permutation matrices (CPMs), leading to
better code diversity.

APM CPM
c(r) = 4r + 1 c(r) = r + 5

2. Avoid Short Cycles
The rich algebraic structure of APMs
facilitates the elimination of short cycles in
the Tanner graph, which is critical for
improving decoding performance.

3. Choose Fq entries to increase the minimum
distance.
Codes defined over Fq tend to achieve a
larger minimum distance, enhancing their
error correction capability.

Figure 1. Example of parity-check matrices HZ and HX

over Fq (q = 256). Column weight two.

Joint BP Decoding Algorithm
1. Measure the syndromes:

s = HZx and t = HXz.

2. Perform joint BP decoding to iteratively
estimate the X and Z noise vectors (x̂, ẑ)
such that

s = HZx̂ and t = HXẑ.

require only O(Jq) operations per message. Since performance improves by increasing P , and assuming q is fixed, the
overall computational complexity is proportional to the number of physical qubits n = ePL. ex:030406_16May25
Example 7. Based on the 16→ 48 binary matrices ĤX and ĤZ given in Example 3, we construct the corresponding
Fq-valued matrices HΓ and H∆ using the Komoto–Kasai construction. These matrices are are used to draw the factor
graph associated with Eq. (12), as shown in Fig. 1. The Tanner graphs on the left and right correspond to (ĤZ , H∆)
and (ĤX , HΓ), respectively. The edges are colored according to the classification introduced in Example 3. In addition,
the edges that form the cycle included in the unavoidable TCBC presented in Example 5 are drawn with thicker lines.
Each side contains 16 parity-check nodes. The variable nodes representing the noise variables ξj and ζj are also placed
on each side, with 48 nodes per side. The central factor nodes represent the joint distribution p(ξj , ζj) of the noise
variables. The directions of the messages passed along the edges are indicated at the bottom of the graph. !

[
)

j δijξj = σi] ξj p(ξj , ζj) ζj [
)

j γijζj = τi]

↑↑↑↑↑↑↓
ν(!),X

ji (ξj)
↑↑↑↑↑↑↓
λ(!),X

j (ξj)
←↑↑↑↑↑↑
λ(!),Z

j (ξj)
←↑↑↑↑↑↑
ν(!),Z

ji (ξj)
←↑↑↑↑↑↑
µ(!),X

ij (ξj)
←↑↑↑↑↑↑
κ(!),X

j (ξj)
↑↑↑↑↑↑↓
κ(!),Z

j (ξj)
↑↑↑↑↑↑↓
µ(!),Z

ij (ξj)

Fig. 1. Color-coded factor graph corresponding to blockwise-decomposed ĤZ and ĤX adjacency matrices.025851_16May25

VI-C Classification of Noise Estimation Errors Causing the Error Floor
図 2で、[5]の方法で構成された符号の SP復号の復号性能を実線で示した。L = 8, R = 0.5以上に対しては、高いエラーフロアが見られなず、ハッシング限界に近い性能を示している。一方、L = 6, R = 1/3に対しては、符号長を大きくするにしたがって、高いエラーフロアが現れて来てしまっている。エラーフロアの典型的な性質を紹介するために、次の特徴量を定義する。

Definition 2 (エラーフロアの特徴量、過去 d回までで推定ノイズとそのシンドロームの変化). For the output of the
sum-product algorithm at the *th iteration, the set of indices at which the estimated noise ξ̂

(!) is incorrect is defined

s x zp(x, z) t

Figure 2. Factor graph of joint BP

3. Decoding is considered successful if the true
error (x, z) and the estimated error (x̂, ẑ)
satisfy

x + x̂ 2 C?
X and z + ẑ 2 C?

Z .

4. If the joint BP decoder fails to find an
estimate (x̂, ẑ) satisfying

s = HZx̂ and t = HXẑ,

and it is suspected that the decoder is
trapped in a union of a small number of short
cycles.

Post-processing
1. Estimate the set of trapping cycles. This can
be done with a complexity independent of the
code length by exploiting the structure
formed by the shortest cycles.

2. For estimating X-noise, solve a linear system
involving the syndrome and the noise vector
associated with the cycles. This is done using
a submatrix of HZ restricted to the set of
column positions K corresponding to the
estimated cycles:

s = (HZ)KxK + (HZ)KxK

= (HZ)KxK + (HZ)Kx̂K

The size of K is independent of the code
length, and the system can be solved with
computational complexity O(|K|3). In our
case, |K|  12, even for long codes.

Example: When the decoder is trapped in the
blue cycle in Fig. 1, the following linear
system over Fq (q = 256) must be solved.

0

BBBBBB@

7C E5
12 15

3E 18
1D F6

C2 0E
6F 90

1

CCCCCCA

0

BBBBBB@

x0
x12
x17
x24
x34
x40

1

CCCCCCA
=

0

BBBBBB@

28
39
18
F0
7E
5F

1

CCCCCCA
.

3. Similarly, estimate the Z-noise vector by
solving the corresponding linear system.

Performance Evaluation

Figure 3. A threshold phenomenon close to the hashing
bound is observed over a wide range of code rates and
large block lengths, without any sign of an error floor.
Minimum distance: Prop. code dmin  14.

Figure 4. Physical error rate pD required to achieve FER =
10�4. The results demonstrate that the proposed method
achieves performance close to the hashing bound.

Conclusion
Our proposed approach successfully resolves all
of the major issues associated with conventional
quantum LDPC codes:

higher code rates,
scalability,
threshold-like behavior,
an unobservable error floor in simulations,
improved decoding thresholds, and
ultra-light post-processing.

These results suggest that it is possible to ap-
proach the level of performance achieved in
classical LDPC codes, even within the con-
straints of the quantum setting.
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Figure: BP の因子グラフ.

5
https://github.com/kasaikenta/gd-css-decoder
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提案する後処理付き復号アルゴリズムの概要

1. まず、十分多い反復回数でジョイント BP復号を実行す
る。ほとんどの場合、このステップだけでノイズを正し
く推定できる。

2. 稀に（概ね 103 試行に 1回程度）ジョイント BP復号が
収束しない。このとき、不満足なシンドローム数がゼロ
まで減らず、復号が停滞する。原因は典型的に短い閉路
（例：長さ 12閉路）へのトラップである。そこで対応す
るトラップ閉路を推定する。

3. トラップ閉路を同定できたら、残っている未決定のノイ
ズ成分を小さな線形方程式系を解くことで推定する。
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手法：トラップ閉路の推定

各反復で、推定ノイズおよびシンドローム値が最近変化
した位置を追跡する：
K

(ℓ)
d : 過去 d 反復で変化した推定ノイズの位置

I
(ℓ)
d : 過去 d 反復で変化した推定ノイズのシンドローム位置

十分大きい ℓ と d を取ると、K
(ℓ)
d と I

(ℓ)
d がそれぞれトラップ

閉路の列・行を 覆う ことが経験的に観測される。
これにより、トラップ閉路を 効率よく同定できる。

Figure: ジョイント BP 復号状態の反復に伴う遷移
（d = 8）.
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手法：後処理アルゴリズム

X ノイズを推定するため、トラップ閉路に対応する集合 K 上の未知成分 xK に対し、シンドローム s を用
いた 線形系 を解く。具体的には、HZ を K に対応する列へ制限した部分行列を用いる：

s = (HZ)KxK + (HZ)K x̂K .

|K| は符号長に依存しないため、ガウス消去によって計算量 O(|K|3) で効率的に解ける。
実験では |K| = 12 とすればすべてのトラップ事象を解消できた。
同様に、Z ノイズも対応する線形系を解いて推定する。
誤り訂正の成功は次と同値：

x+ x̂ ∈ C⊥
X かつ z + ẑ ∈ C⊥

Z .
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今後の課題と結論

非 2値 LDPC符号に着想を得た量子 LDPC符号化枠組みを提案し、しきい値的 な復号性能を、ハッシング
限界 に近い領域で達成した。
列重み J = 2 の超疎構造、アフィン置換行列、そして非 2値シンボルの慎重な割り当てにより、小さな論理
誤り を除去できた。
コンパニオン行列表現を用いることで、物理符号は qubit 符号 のまま非 2値代数の利点を活用できる。
フォールトトレラント量子計算（FTQC）に向けた重要課題として、回路レベル雑音、相関誤り、雑音を含
む・繰り返し測定が必要なシンドローム測定を取り込んだ現実的な雑音モデルの導入が不可欠である。
（補足）現実的な雑音モデルの導入には、回路レベル雑音や相関誤りの扱いも重要である。
符号構成、復号アルゴリズム、雑音モデル、ならびに実験検証に関する共同研究を歓迎する。
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（任意）量子 LDPC符号に密度発展を適用する条件

密度発展（DE）の本質的要件：
BP の反復回数を固定したとき、計算グラフが 局所的に木状 であること。
この条件の下では、入力 BP メッセージを独立とみなせ、DE 再帰が正当化される。

ガースの役割：
ブロック長とともにガースが成長すれば、局所木構造性を保証する 十分条件 となる。
ただし、ガース成長は必要条件ではない。

任意の固定深さにおいて、近傍が高確率で木状であれば十分である。
ランダム疎グラフ族では、ガースが有界でも局所木構造性が成り立ち得る。

量子 LDPC符号に固有の構造制約：
スタビライザ符号の full GF(4) Tanner グラフでは、可換条件により短い閉路（特に 4 サイクル） が必然的に導入
される。
一方、本研究で用いる因子グラフでは、縮退誤りに由来する長さ 2L の閉路は存在するが、それ自体が直接の復号失
敗を引き起こすわけではない。
さらに、ガースの明確な上界は現在知られておらず、実験的には大きなガース（例：16）が得られている。

結論：
密度発展の本質はガースそのものではなく局所木構造性 にある。
因子グラフを適切に設計できれば、量子固有の制約があっても、DE は量子 LDPC 符号に対して有意義な解析ツール
であり続ける。
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